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1�>� ������� ����������� �� �� ���� ���� ��������� �� ��� �����������* ���>�%
����� �� ������� ��� ����������' -�����! �� ��� ��������!�� ��� 6�������� ���� ��
���� ���������������!������ ��� ���� ��������+��* �������* H�����+��* �������� ��
6�������������!�� ���������� 6����� �������� ���������* ������ ����* �������������
�����������* �������� �������* 4 ��* ���' )������� �� ��� ��������� >�!� �� �����%
������ ������������ ���������� ��� 6����� �������� �� ���� ���� ���6��������� >��
��� ����� ������ ���!��� ��������' ��� ��������!� ������ ��� ��� ����������%
��������� �� ��� ������ ��� ����� ��� ���������������� �� ���������������� 3J�����J5
��� ���� ����������' B���� ���� ��������� ��� ������� ��� ��� ���� ���������� ��%
��� ��������� 6����� �������� �� �������� ����� �� ��������� ���� ����������
����� ������� ��������* ���� 6���������������* �D��+�� ������ ��� ��� �������%
���� �/������ �����* ��� ������� ����������� ����������� �� �������!���� ���
����������� ��������'
�� �� ������ ��� ��� ��������!� ������� �� ������������� ��� ����������!�� ��� ����
�������� ��� ������ ����� 6����� ����������* �� �������� �������������� ���%
���<��' �� ���������* �������� �� �������� ��� ������������ ��������������
������ ������!� ��6����� ��� ������ �� 6����� �����������' �/������ ����%
��� �� ���������� >�!� ����%������������� ����������� ��� ����������� 6����� ��
���������������������'

�� ����� ���������� ����� ���� ����������� �� ��������6������� ������ ��%
��� ������ ��� �� ���������� ��� ����%������������� ����������� �� �� �������
������� ������ ����������� ������ ������� 6�����' �/������ ��������������
����������� ���� ������������%����������� ������������������ 3�4,�0�5 >�!� ���
������� ���������� 37 ���������� K 7L7### ��� ��� ����������5* ���6�!� >�!��%
����� ����������� ������� ��� ��� ����������� ������� >�!�' )�������� ��� �� ���
�6���� ������� 6����� 6����������� ����������� �������� ����� 6����� �����%
����!� ��������� ���� �������� ������� �� ��������' ��� �� ��� ������� ������ ��� ��
��������+�� ��������������� ��� �6�������������� ��!�� �����������%�����������

7=



-������� 7' ���������

������������' �� �/������ ������� 3J�����J5 ����� ��>� ������� �� "=# µ�'
������������� ����� ��� ��� �������������� ��� �� ���� ����!� �� ��������� ������
���� ��>�� ���� ����� ���������* �������� ����L������� ��>�� �� ���!� ����� ����
����� �������������������'

-�� �� ������!� ��� �� ���� ���� ��� ������������� �� �� ������ �������� �����%
�������� ��� �� ����� ��� ��������!�� �������� ������ ���� ��� �D��+��� ��% ��
����������� 3�� ���������5' ��� ����� >�6�� �� ������������� ���� ��� ����� ���
������%����� ����/��'

�� ��������� ������� ��6�����!� �� ��� ������ ��� ����* �������� �� ������������%
��������� 6����� �������������������* ����������!������ ���� ��>�� �� ����* ��
�������� ��� �����%�������� ��������� ���6���� >�!�' ��>� ������� ����� ������
��! ��� ��������� ��� �� �������� �� ��� �������H�� ��� �� ��>�� 3����������%
����5 �� ��� ������������!��� ��� �� ������������������'

�� ������������� ��� ��������������%����������� ��� ��������� �� �� �� ��������H�
6�����! �������� ���������� ������� ��� #'7 µ� ����� 6����� ������������* 6��%
��� �/������ �������������������� ������������ ��� ������* ������ ��6������
���������� ��� ���������������� �������� ��������' ��� ��� �� ��� �����������
������ ������� >���� ��! ��������>�� �� ����������* �� ��� ���� ������������
���������� ��������� �� ����������* �������6������ �� 0�	 ' ���� �� ��� ���%
������ ��� ��� �������!�� ���������� 6���� �����6��� �� ��� ������/�� ����%
�� �� �����' 
��������� �� ����� ��������� ������ ���������� ��� ��!���������
���������� �� ���������'

��� ���������	
���	��	���

��� ����������� ���� ������������� �������������������� �� 3�<������5�����%�������'
��>� �������6������������������ �� ��������� �� ��� ������ 6������� ��� ��%
������� ��� ��� ��������� ��� ������������ ���� ��������� ���������� �� ��� ��
��� �������������� ������' �/������ ���������� �������� �������� ������������
37 ����������� K 7L7###'###'### ��� ��� �������5' ��� ������ ��!>������ �����%
�������� ����� ��� ������������ ��� 6���������� ��������� �� �� ���� �/����� ���%
���� ��� ��� �� ��6����� ��������� �� �� ��� ���� ���!����M �������� 6����� �����%
������� ���������� �� ��� ��6����� ��������� >����� ���������� ��� ��������H� ��
����������M ������������ ��� ������� 6����� ��! �������������� �� ����� ��%
����������� ��������������' ��>� N�<��������� �� �� ����� ��6���������!��� �����
��� �<�����������%������� ��� ��� ������� ��� J���� ������/����J ��������'

�� ������������� ��� ������������ ��������� ������ >���� 2��@ 	 �� 412 ��� ���
���� ������������ 6����� �������* ��������� �<������������ �� ��� ����� ����������
����� 7=G �� $== ��' 	�>��� �� ������ ���������� ����� ���������� �� ��� ������
�� ��>��� ������ ���N������ ��� ������ �������� �������� �����* �� ��� �/�� �����
���� �������� �� �������� ��� �� ������� ��� ��� ��6��������� �� �� ���� ���
���������� �� >���� ������������' ��� ����� �� ��� ��!>����� ���� ��6������ ���
���/����� ��>��� ��>� ��� ���� ���������� �������������� ��>����� �� �/����� ����
����� ���������� �� ��� ����������' )�������� ����� ���������� �������� ��!

7:



7'$' �����������!��

��>� ���N������ ��� ��� ������������ ������ 3J���� �������J5 �������������'
�<�����������%������� ����� ����� ������������� ������������� ��� �6�� ��!>��%
���� ���������' ��� ������ �� ��� AA� ��� �� 6������ ���������� ��� �� ����� ��
������������� ���� >�6�� ���������% ��� �����%�������� ���������� ��� �� �����'
4������� �������� ��� ��� �<�����������%������� ��� ������� 6����� ���� ����%
�������� ���������� ��� ����� ���������������� �� AA�>����� ���/������������' ���
�6���� ����� ������������ ��� ����� �������� ��� ��� ��� �����6��� 6����� ��
��� ���� ���� ��� ��� ���������� ����%������������� ����������' ���������* �� ���%
������>� ������������������ ������ ���� ��� �� �� �� �6������� ����%�������������
����� �� ��������� ���������� ���!��� ������6���' ��� �� ������������� ��� ����
������ ���������������������+�'

�6�� ��������!�� �������� ������ ��� ��� �������� ��! ��� ��� ����� ����� ��� ���
6���' ��� ������ ����� ������� �� �������� ���������� �������� ��� �� ����������%
��� ��� �<�����������%������� �� ��� ������ ��� ��������������� ���������' ��� ��
������������� ��� �� ���� ���������� ��� ��� ������������ ������������ 3��������
��5 ����������' )�������� >�!� ��� ���� ������� ��� �� ������� ����� �������������
�� ����������' �� ��>� ������ −�� ��� ��!>����� �������� $− 6��� ��� ������
���������� �� �� ������������� ��� �<�����������%������� ��� ���������� ���
��������������� >�������� �� �������!��� �� ��� ���� �������� ��������+�� ���/%
�����* �������� ��������� �<����������� 6�����������'
��� �6���� ��������!�� ���������� �� ��� ���������� ��� �<�����������%������� ����
�� ���� ��� ������������������� ��! �� ������� ��� ��� �����>����6���' -��6�� ���
������ �����>����������� ���� ����� �� ��� ���������� ������ ����!�� ��� �����%
������� ������ ����������* ��������� ��>� ���������� ���� ��� ������������*
���� ������������ ������������ �� ����� ��6���������!���' .�� ������ 6������*
�������������� >���� N�<��������� �� ���� ������/���� ���� ���� �������� ��������'
)����� ��� ����� ��� ��� ��������� 6��� ��� ���6� �������� ���6������� ��
����������%��������' ��>� ���� ��� ��6 ��� ������������� ���������� ���/%
���� ���>�� �� ������!�� ��� ��� ��������� ���H�� ����� 6����� ������������ ��
������ ������ �� ��� ��� ���� ���������* ������ ����������' �� �������� �����
�� ������ ���������� �� �������� &'

�� !�����	�����"
�

��>� ��� 6����� ������������ �� �� ������������ ������'
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������ ��� ���������� ������������ �� ��� ��������� ��� ���� 7## O �����������
�� ���� �� �����C���� ���N�����* >�� �� ���������������� ������� �������� ��!
������ �� ��� ��������� ������ ������� 3��N����� ����� ������6��� �������5

I(x) = I0e
−αx

��� �� �� )���%0������ 6�� 6����� α �� �������� �����������+D��+�� 3��−15 ��' ���
�������������� �� ���� ����� ��� 7%����� ��������������� �� ������6��� �������'
���� 6���� ��>� ��+D��+�� �������� �� ������ ��� �� ������������ ������������
�����!�� N 3��−35 �� �� ������������������ σ 3��25� α = σN ' -��6�� �����%
������� ���������� ����� �� ���� ���� ����������������* �� �� ���6�����>��� ���
����%�������������� ������� ��6���� ��� �� ���� 6������ ���� α ��! �� �<������%
���N������* �/����� > 104 ��−1'

 �������� �� ���������� ���������� ������ �� ��� ������� ��� ��� �������������* ��%
���������� �� ����������� �<������� ��� �� �������� ���������� �� ���N����� ���
�� ���������� ����� 3H�� "'75' )�! ������������������ 6����� ������������� �<%
�������� �� �� ��������� ��������� ��� ���������� ����� ������>����* 6�����! ����%
������ ������������ 6����� ���� ��� �������� ��� ������ �������' ��>� >�!� ����%
������!� n → π∗ �� π → π∗ ����������' 	�>��� �� �������� ������� ��� ��� π
�������� �� �������!���� ��� �� ���� �������� σ �������* ����� �� π ���������� ����
���������!��� ���� ��� ���������� ���� 6����� ��P������' �� ���������� �������
��� �� ������������ ��������� ��������* 6����� ����������� �������'

��� ��+<������� �������� ��� ��������� ���� �� ������������� ��� ��� ������ ��%
���������* ����������!� ������� ��������� �� ������������� �������� 3�/����� ��%
�������������5' �� ��� ������ ����� 6���� �� �<�������%������� �����6 ���!�������
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��� "'7� ������������� �� ��� ���������� ������� �� ������!�� ���������� 3�5'
0�������������� �������� �� ���/��������� ����� ������������� ��������������
3�5' 0�������� �� ��� F�
 �����* ���������������� �� ��� ���/������������� ��
&&# �QL��2'

�� �� ���� ��� ������������ ������� 36�����5* ���6�!� ��� �� ��� �6���� ����� ���
��� J���J ������ �������' �� ����<������������� 3������� ��������� �� �����������%
����5 ��! ���/����� 6���� ������� �� $= ��'

��� ���������	
���	��	��� �	� �������� ��� ���

���
�� �	
��


B���� ����� ������� >�� ��� ���������� ��������� �� ��� ������������������ ����%
�������� 6����� �� >�� �� ����������� �<���������� �������' ������ �� ��������
��������� �������� ��* ��� �� ������������ ������� ������ ������ 6����� ��� ��
�����������%�������' ���� �<���������������� ��� ��� �� ��� ��� ������� ����%
�������� ����� ��� ����������������� ������ �� ��� AA�>����� ����� ��!��������'
������� ��� ���������� ����� ��� �� ������������ ���� ����� ��� ��� ��� �����
���/���� ���������!��* >���� ��>� �����!�� 3���9�������������� ���������5 �� ���
�<�������� 6�!>� ��� ��������� �������� ��� ��������� ��� 7#5 ��L�' -�� ��������
�� ��� ������������� ��!� ��� �� ��� ��������� ���������!��' ��� ������* �������� ���
�<������� �������������������* 6���� ������������ �������' ��� ��������� �� �������
�� H�� "'7� ��� �����!� ���/���������* ��������� ��� ��� F�
 ����� 3"&; ��5'

����� ���� �����

�� �� ������������� ��� ������������ ��� ��I������� ������ �� 6�����! ��� ����������
��� ����� 6���� ������������ �� ���������� ��� ���������� ����� ��� �����������*
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��� "'"� ���������� ��� ��� )��� ����� �� ������������ ��� �4 �� �� ��! "&; ��
37: �� �����5' �� ���������������� 6����� ������� �� ����� ��� �� ��������� ����
"# ������������� �����'

��� ��� �� �� 6�� ��� )���%0������ �� ��������� �N������

d =
1
α
ln((1 −R)F/Fth)

6�����! d �� ������������� ��� ���* R �� ��N����� ��� ��� ������������������ �� Fth
�� �������� �������������������� 3QL��25 ���� ������� ��' B���� F ��>� �������%
6����� ���������!��* 6����� ��������� ���������� ��������� ��������� ��������
�� �������� �� ����<��������������� >���� 6�������C��� �� ���������������� ��
�������C�� �� ��� ��������� �/���� �� ���������'

-�� ������������� ��� = ��������+�� ���/����� 6��� �������� �����>���� ��!
78$ �� 3 �
 �����5 �� "&; �� 3F�
 �����5� ���/��������� 3�45* ���/����/������%
��/���� 3�.. 5* ���/���/���� ����������� 3���5* ���/����� 3��5 �� ���/��/����
3�,5' �� �<����������� ��������� ����� ���������� �� ����� "'7 �� H�� "'" �����
�� ������������ ���� �6�� ��������'
-�� ����� �� ���� �����������!� ��6���� ��� �� ������ ���� ��!�� ��� ��� ���%
��� ��������� ��6�����!� �� �� �������� H� 3�� ��� ���%������5 ������� ������ �� ���
������� ������ ��� F �� 6�!��� �� ��������� 6������ ���� α �� ��� �� ���������'
�� ���>��� ���� �� ��� ���� ��� �<�����������%������� ���� ������<�� �� ��� ��������%
����� �� ��� )��� �����' �� �� �������� ������ ������6�� 6� ��� ������ ��������
��� ��� ������������� ��� ��� ���� ��6������ ����������� ��������' ��>� �����
�� �� ������������ ����� �� ���� ������ 6����� ������������'

)����&����&� ���% "����&�����&� 
��
���


������������ ������� 6���� ������>���� ���� ������������� ����<������������� ���
������������ ��� ��� ��������� ��� ���������� ��������� ������ 3J������� �������%
����J5' -�� ����������������� ��� ������������ 6����� ���

dnb(x, t)
dt

∣∣∣∣
dd

= kdd × n(x, t)

� ��� �� ��� ����	
����� ��	� ��	 ��� ���	����
���� �������� �������
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78$ �� 3 �
5 "&; �� 3F�
5
���/���� Fth R�QL��

2S α Rµ�−1S Fth R�QL��
2S α Rµ�−1S

�4 "7'$ 7;'8 :"'8 :'8
��� 7;'& 7=': $:'8 :':
�� "='7 7;': =&': 8'#
�.. $$'8 :'$ "G" 7'#
�, 7='$ "&'7 7$=': &'&

����� "'7�  ����������+D��+���� �� �������������� �������� ������� ��� )���
�����'

��� nb ��� ������ �������� ��������� �� n ��� ������ ���������� ���������' kdd
�� �� �������������������� ���� ������� �����������'

������������� ������� ����� ��� ��������� 6��

dnb(x, t)
dt

∣∣∣∣
th

= kth(T ) × n(x, t)

���� ������� 6���� �� �������������������� kth ������� ���� �� ��������� 3 �%
������ ���������5' �� �������� ��������� ���� ��� ������ ����������� 6����
�������� ���� 6��������6�������� ��� ������� ��� ������� ���������'

-�� �� ���� ����!� ������� �� ��! ��� ������� ���/���� ��� �������� �����������������
�� ���������' ������������� ��� ������������ �� �� ���� �� �� �������������������
��� ��>� �����!�� >�� ������� 6�!>�� �� ��� ��������� ��������������' ���� 6����
�� ���6�>������ ��� ��� ����������������� ������� >����� ����������'
���� ��� ���������!�� �������� ����� ��� ������������ ����������������� �������
���� ���� ��' B�6�� ���� ���������� ��� ������������� ����������� 6���� ���������
���6�!���� �� �� �� 6����� ������ ��� ��� ����������� ��������� ���� �� ���6�������
�����������' �� ��� ����� ��� ���� ������� �� ��>� �������� �������' ���� ����%
������ ����������� ����� ��������� ����������� 6����� ��� �������� ��� ��
6��������6�������� �� ��� ��������� ��������� ����� ���������� 6���� ���� ���
������������� >���'
�� ����� ������ 6�� ��� ��� ��! ���������� �������� ��� ������ �� ��� ���*
��� ���� ������ 6���� ��������� ��� ��� ��������� ���/����' .��� �� ��� ��!
��� �� ����� ����� 3����� 7L7# ��� ��� ������������5 �� �<�������� ���� ���
������� �������� ����' -�� ������������ 6���� ��� ����� ��� ���������!�� ���������%
������������'

*������� 
��
���"���� �� ��%��
�������

	�>��� ����������!����� ����� ����������� ������ ��� ���� ������������* ������
���������% �� ���������������� ��!�� ����!���!��� ��' 1� ��� �������� ��� ��� ���/%
��������!� 6���� ���������* ���� ��� ����������� ���� �� �����������' 1� ��� ��%
���� ���������� �� ���������%�������������' ��� ��6������ ����������� ���
��� ������������� ����� ��� ��� ��>� ��6�!>���� ��������� �� �������� �� �������'
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�� ��� )��� ����� 6���� ��C��� �������� ���6��������' 1� ��� ��!�������� ���
������ ������������ ����� ��� �������� ��������� 6����� ������� �� �� ���%
�����������������* ���� ����� ��� ���� ���������� �� 6���� �� ���������� �������
���������� ���� ��� ������ �����' )�! ��� ������� ����� �� ��� ������ ������%
6�������!� ���� �� ���������� ������ ��� ��� ��������� ���������'

0�����&��� �
� �
����

�����
����

-��6�� �/������ ���������������������� �� �� ���� ��� 7:## F 6����� ����%
��� �������� �������* ����� ������������ �������� ���� ������ ��� ���������%
���������� ��� ����H������ >�!� ��! ��������������' .��� ��6������ ��������
����� ������ ��� �������������������!�� �������������������'

1�������
�%�
���

 �������� �� ��� ���/���� 6���� ������>���� ���� ��� ������� ������ �����������'
������ �� �������������� ���� ���� 6���� �� ��� ���������* ��� �� ����������%
��������� �� �������!�� ���� ����� ��� �� ��������� ����������' ���� �<������%
���������� ��� �������� ��* ������ ��� ����� ��! ���� ���� ��������������������
3�� �� ���� ��� 7#1%7#2 QL��25'

���%�
���$�/�����

)�! �������� ���������������� ���/����� 6����� ���� ��������� �������������
����������� ��! ������������� ��� �<�����������' ��>� ������������� ����� ���
��� ���� >�!� ��� �� ��������� ���� ����� ��������' ��� �� ��!��������� ��� �����
��! �.. ��� ��� ���� ��������� �������� ���� "&; ��' �� ������ ����� ��� ���
��������� ���� ������������������� >���� ���� ������� ������>����* ���� 6�� ���
��������� >� ����H+��� ��� ��� ����� 6�� ������ �� �������'

����� ��	����
��� �����

��� ����H���H����� ������������%����� �� ����������� ���� ,������ �� ��' �� R&S'
-�� �� ��� ����� ��� ���� ��������� �������� ��� ���������* ����<���� �� �����%
������� �� �������� ������ �� ��� ��� �������������� ������� ��� ������� ��� ��>�
��������� �� ���������' 1� ��>� ����� 6���� ��� ��� ��� ��� �����/����� �����
�������' ��� ������ �� �� ������<����� ��� ��� ����� �� ������ ������� ��� �����
������ ���������% �� ��������������� ��� ������ ������ >�!� �� ��� �������������
�� �����������'

�� ������ ��� ����� ��������� �� �� ������� ��� ���/����� ��� ���  �
 �� F�

�����' ��� ����� ������������ ����� �<�������� �� ������� 6��� ����������� ��!
���������6������ �� �� ��������' �� ���6�!>�� ���� �� ������������ ����� ����
��� ���������� �������!���� ��� ��� �����'
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�� ��������� �� ��� ���/���� 6���� ������>���� ���� �� ���6�>������ ��� ������%
����� �� �� �������' .�� ��� >��� ������� �������� �� ��� ������!� �� ��� �������
���/�����/�� �� ��6����� �������%������������� �� ����� ���� ��� ��������� ���%
������� ����� �� �� ������� �� �� �������'
0������ �� ��' R$&* $=S ������ ��������� �����>��� ������ ���� ��� �C��� ���
�� ����>��� ����� �� ����� �������' ��>� ����� �� ��������� ��� ���/����� �� ���
���N����������� $7#%$=# �� ����� �� ��������' -�� �������� �� ��� ������ ���
��6������ ������� ��� ��� T�4� ����� 3$#; ��5 �������'

�� R$:S 6����� �������������� ���/�������� ����>��� ��� ����������� �� �����%
������ �������' �<����������� 6��� ����������� ��� ��� ��������� ��� ��� �����%
������ ����� �� �� ���/��������� �� �� ��������� ����� ��������� ��! >�6�� ��  �

��� F�
 ���N�����'
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�� ��� �<����������� �� ��� 6��������� ��� ���������� ��������� �� ��� ����%
��� 3 �* F� �� T�5 �� ��� �������� 3
 �� 4�5* ������ �� ��� �C����� 32� ��
-�5' �<�������������� 6���� ����6��� ���� ����������� ��� ��� ��+<��������* �����%
������ ������� ��������� �� ��� ��������% �� ������������' �� ���N����� ���
��� ��+��������� ����� ����� �� ��� ��� �<���� ����������'
�� ����<������� 6���� ��������� ��� ��� ����������� ��������� �� �� �������������'
1� ��>� ������� �� ������ �������������� �� ����� ��������* ����� ���� 6�� ����%
������� �� 6����� �����6��� �� ������������������� ��� ���������� �� �� ���6��%
����� �� �� ������������ >� �������� ������!� �� ����� �������� 3���%���������5'
�� �<����������� ��� �� ��>� ������ 6��� ������� ���� ��� �<����������� ��������* ��
��� 0������ ����.����� ;&;' ��>� ����� �� �������� �� ������������� ���N������
�� �� 6����� ���������� ��� ���������� 3����� $'75 �� �� ���������� �����
�������� 7: �� 3
�-.5' -�� ��������H�� �� ���!6�� ������ �� �� ����>������
�������� 3JN��%���J5 �� 	�������� �� �� ��������� ��������'

 �� $	
��	��	��� �	� �	����	���

����� �����������
��

-�� ��6����� ��� ���������� ��� ������ ����� ��� ������ ��������� ��� ��>�����
��� �� ���� ���������* ���� ����������� ��6������������������

• -��� �������������� �� ��������� ��������� ��� ������� �� ��� ���������'
• ,��������� ���6�!������ ��� ������� ��� �� �������'
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-������� $' .������6������ ��� ���/����� ��� �<������������

��� ��� ���� ���
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�
������ ��������	�� ���� ��� ��� ��� ���

	���  �� 
���!" #���
	�� �$� �� �� �� ��

����%��&����� �'(� ��� ��� ��� ���

�$') ���� ��� ���� ��*��

+�� ���%����	�� ��� × ��� �� ,-. × �� ,'.

+�� �� �#��	���� ���� × ��� � � ,-. × � ,'.

����� $'7� �. ;&; ���� �����H������'

• .������� ���������� ������ ��� ��������� ���������'
• JF���J ��6������ ������!� �� ���/���� ����������'
• -��� ��������� �������� ���� �������� ������ �� ����6������� ��6�������%
��������'

• 	��� �/����� ������� ��� ��� �� ��6����� ���'
• 	��� ���!���� >���� ��! ���������� �����������'
• ��� ����� 6����� ��� ���������� �� �������� ���� �������6������'
• ,����� ������/���� �� ������!�'
• 4�������� ���C�� >�!� ���� ������� ���� �� ������ ���������������* �� ���
��!>����� ���� ������������'

��� ��!>������ �������6�������%������� ��� �� ��>� ������ 6���� ���������* ��
������������' ��>� �������� ������� ��� ������ ��� ������� ������ ��6���� ��� ��
���� ����������������� ��� ����� >�!� �� ������ ��� �������������!� �� ���6�!�����'
�������� ������������ >�!� ������! 412* 2��@ 	 �� �<������������'

1�6���� ��� ������������ ������������� ��� �������6������ 6����� ������ ���
����� ����>�� �� ��� 6����� ��� ������������' .��� �������� 6���� ������� ���
�<������������ ����������� �����6��� ���� ��� ����� ��� ���!�� �����������* ��%
�������� ��� �������������� ������������!�� ���� ��������C�� 3���%��%����5* ���%
���������� 30 ,�F5* �������������� ��� ��>��� �� ������!��* ����� ��� ��������J�
�� ������� ��������������'  ����� ����%��������� ������������ �����C�� ��� ���%
����� ��� ��������������� �� �������� ��>��� 3)���� ��������5 �� ��������� ���
�
� �������������'

�����  ���	
��	��	��
�!�

1� ������������ �� ������>����* ����� �� ���������� �� 6����� �������������� ��
��������� ����������� �� �������' ��� ��� �� �6�� �������� 6����� ������� >����
���������� �� H�� $'7'

":



$'"' 0����������� ��� ����������


��� $'7�  ������ ��� ��� ������������ ���� �� ��� ���������!�����'

1������ ��� ��� ��"��%����� ��� 2������$�����3

.�� ��� ���� 6���� �� ����� ������� ��� ��� ������� ���� �� ��� ������ ����' ��
�������� ����� 6����� ��������� ���� ������ ��� ��� 	�������� ���H�� ������
>���� ��! ��� 412* 2��@ 	 �� ���,�D�� �����' -�� ������� �� ����* ��� ������ ��
������������������ �� ��� ������ ����'
)�! ��� ���6��� ��� ��� ������� �/����� ����� ��� ��������� �� 6����� ��������
����� ����>�!�� �� ��<����� ������������ ����������� �� �����>�!�� ��� ��������
������� ����� ���� �� �� ��6����� ��� 3����������� ������5'

1������ ��
 �
������4�����

��� ������ ������ �� ��������� �� ��� ��������� ��� ��� ������������� �� ���
�� ��6����� ���' ����� ��� �������� ����������� >�� �� ����������� ��� ������ ���
��� ��������� ��������� ����� >�!� �� ������������ �� ������!���' 	�>��� ��� >�
������ ������!�� ����� �� ��6����* 6����� �<������ �� �� 412 ������ ���� ��
��>� ������� �������' .��� �� ��� ���������!����� ��! ������ ����������� ��� ���
��������� ��������� ������ ���� ����� ��� ������������ ���� ��������'
��� ������������ ��������� 6� ���� ��� ��� �� ������� �/������ ������ 6����
������� ��� �������� ��>�� �� ������ ��� �������� �� ���>�� �� �� ����� ���� ��
�������� ������� �� �������������'

����� "#	�� $
������	��

��� ������� ����� �� ������ ������ �� ��� ���!����� ��� ������������� �� �� �������
�� ��� ������������������' �� ����������� ��� ���!6�� �������� ��������� 6�����
����� &× �� 77× ���� �������������� ������������ ��� ��������!�� �� ���!���������'

"G



-������� $' .������6������ ��� ���/����� ��� �<������������

��� �� � ! ��

"�
#���	 $�� %&��2 $�� %&��2 � %&��2 $�� %&��2 $�� %&��2 � %&��2

'( $�$)! $�� * $��$ $�$)� $���� $� $+

'�, $��$ $��! $��* $��+! $��$! $�*��

'- $�$)* $���* $���) $�$!+ $��!� $����

'../ $��!� $�� � $�*�+ 0 $�$ � ���+!

'1 $�$) $���+ $��)� 0 $��)) $� �!

����� $'"�  ��������������� 3�� µ�L���5 ��! ��� ���� �/������ 6������ ���� F *
������� ��! "# -> �� ����������� ���� "# �����'

��>� ������� ������� �� $ ������ ���>�� �� ���>����� ����>��� �� ���>����� ���
�������� �������� ��� ∼7'= µ�' 	�������� ��� ��� 0������ �.;&; ������ ���
������� ��� 7= QL��2 ���������������� �� ��� ��������� ��! "&; ��' ��� ���������
��������� �� ��� ��������� ��������� �6���������!� ����� �� �� ����������������
�� �������'

 � $	
��	��	��� �	� �������� ��� ��� ���������

�	
��

�� ��>� ������ 6���� ��� ����� ������������� ��� �������6������ ��� �<�����������%
������� ���������' ��>� 6����� �<����������� �����>���� ���� = ���/�����/����
���/��������� 3�45* ���/���/��������������� 3���5* ���/����� 3��5* ���/����/�%
������/���� 3�.. 5 �� ���/��/���� 3�,5 ��! 78$ �� �� "&; ��' ���� ��� ����%
���������� �������!���� ���6�!>�� 6� ���� �� ������������ �����'

����� �	��
�#	� #�� #%��

B���� ����� �� �������� " ����������* �������� �� ������������� ��� ��� ���!6��
������������ �� ������ ��� �� �������������������' �/������ ���������������� ��!
����� ���N������ ����� �� ����� $'" 6����������'

�����  ���	
� ��	 �������� #%����

)�! ��� �������� ��� �������� ��� ������������ 6����� ������� ������� �����
������� �� ���>����� ���������!� �� ��� ������� ������ �� �������' )�! ���
����� ������I����� ��� ��� ������� 6����� ���� ��� ���������!� �������� ���
�������� ��!� ����� �� ������� ��� �� ����������' .�� ��� >��� ������� �� �����
������� �� �� ��������������� �������� ���!�� �������� ��>� ��!�' .�� ������ 6���%
���* �� �� ����� ��������� ��������� ��� ��� ������ �����' �� H�� $'" 6����� �6��
����������� �������' �� ��� ��� ����� �� �� ������!� ��� ������� ������� �� ��� ��
��������� �������� 6����� �� ��� ������ ����� ��! ���>����� �������������������

";



$'$' 0����������� ��� ���/����� ��� ��� �<�����������


��� $'"� ������� ��� �� ������������� ��� ��� ������ ����� ��! "&; �� ����
�4 3�5 �� �.. 3�5'

3����� �* �45' )�! �.. 3����� �5 �� �� ���� �� ������� ���������������� 6����6���
��� ��� ������� �������* ���� ���� ������ F ������ ��������%�C����� ��� ������%
��!�� ���' ��>� >����� ������ ��� �� ������������� ���� �������� ������� �� ����
��� ������ �����'

����� &�#�	
	
�������
�

��>� ��������� �� ������ ��������!� �� �� ���6����������������� ��� ������������ ��
��� ���������������� �� �������' -����� ������������ ������ ������ ��� ��������
����������'
�<����������� 6��� �� ��������������� ������� ��! ������������� ������I������'
)�! ���� ���/����� ������� �.. ����� �� ��������������� ���!6�� �����������!�
��� �� ������I�����' �� ���������� ����������� ��� �.. ��! ������ ���%
���I������ �� F�
 ������ ��� 6����� ������������� ��� ��� ��������� ��6��%
���� ��� ��� ���������' �� ������ ��������� ����� ���������� ���������� ���
��� ������� ���������� ����������� �� �� �������� �������'

����' "#����
�� �� ��	 �%��	���	

�� �� �������� >�!� ����������� ������� ���� �� ���������������������� ���
���/����� ��!���� �������' ��>� >�!� ���� �� �� �.. �������������!� 7=## F
�� :## F' �������!�� ����������� ����� ����� ������ ��� ��������� ���������
��������� 6���� ���������� �������� �������'
2� ������� ��� ��� �������������!� ���!�� �� ��� >��� ������ ��� ��� �����������
�������� ��� �� ��� ����� ������������ �� �� 6����� ��+!�������' �� ����������
������� ��� �� ��>� ���� 6��� �����������* �� ��������� ��� Fth' ��� �������� ���
���/����� ��� ��� ���� �������������� ��������!� ����� ��6����� ���� ��>�
����������� ��� �� ����������' �� �� ������!� ���!��� ��� ���/����� �� >�!� ���
�������� ��� ���� �����������+D��+�� �������� >���� �.. �� ��N��'
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��� $'$�  ������� ��� ��� ����� ��� ���������� ��� �� ���������� ��������
��� ������ ��� ��� ��������'

����( )�
	�
	�#��*��

0�������������� ���������� �� ���/����� �������� 6����� ��� ��6�����!� ��� =
��� "# ������ ��6�!��� ��� �� ��������� ���� �������������������� ����� #'7 ��
7'= QL��2' -�� ����� �� ����������������* ��� ������� ��>� 6�������'

����+ ,����
���� ����	
�

�� �� ������ ������������ ��� ������������ ����� �� ���������� �� 6����� ��6����
���� ��� ������������������ �� �� ��������� ������ �� ����� ��������' ��
������ ������������� 6���� ��� ������� ���� �� ������������������ �� �� �����%
�������' ���� ��� ������������ ��������� ��� ��� ������ a 3��������� �� ����������%
��5 ��� ��6���� ��� ��� ��������� �������� v* ��� ��� �� ������ �������������
�������� ��

depth = d
fa

v

��� d �� ��������� ��� ��� �� f �� ������I�����'
��� �������!�� ��6����� ��� �� ���������� ������� ��� ����� ��� ��� ������� ���
�� �����% �� ���������� ��� �� �����' �� 6������!����� �������� ��>� ������� ���
����!�����H�� ��� ����������� v/f ���� ��� �������� �������� ��� ������� �����%
�������' ������ ��>� ����������� ������� �� ��� �� �������� ��� ��� �������������*
����� �� ������������� ����� ���� ���� ��� ������ 6����� ������������� ��
������!�� ��� ��� �������� ���������'
	������� �� ��6����� ��� �� ������� ���������� ����� ��� ������������ ��%
�������!� ��� ���� θ ��� �� ����>������ 3H�� $'$5' 2������� ������� �������
6����� ���������* >�� ��>� ���� ������ ������ 6�����' �<����������� 6��� ����%
������� ��� ��� ����� ������6������� ��� �� ���������� ������ ��� ������ θ �������*
�/����� ����� ��� 7# ������'

$#



$'&' ������/������������ ��� ������������� ��� �<�����������%�������

����- ,
�#	� �� �����%	
� �� �� �����������
��

���� �� ���6�>������ ��� �� ����%��������� 6����� �� �� ������������� �������' B�
��� ��� ������� ��� ���� ���������� ����� ��� ��� ������� ��� 7## µ� �� ���
6������� ��� = ������* �� ��<����� ������������� :## µ� ��' .��� �� ��� �� ��
������!� �������!�� ��������� �� ���������� ���� ����� ���������!���'
�� �������� ��� ��� ������������%������ ����� ���� ���������� ��� ���6������* ����%
��� ������ ���� �������������� ���6��������� �����C���� �� �������� ������ ��>��'
�� ������������� ��� ����� �� ��������H� ��� ������������ �������� ��� ������� ���
#'7 µ� ��� ���������* �� �<�����������%������� ��� ���� J�6��J ������ 6�����! ��
�������� ������� ��6�����!� ��� ������ �������� ���������� ��� ������� ��� 7 µ�
�� ���� ������' �� ���>��� �� �6��+����� ����>�!�� ����� �� ������ ��� ���������
���� 6���������� �� ����������� �� 6���� ��� ��� >� ����� ������!�� ����������'
�������� 6���� ���� ����>�� ���� ��� ������ �������� ������ ��� ������ ���
��� ��� ������ �������� �����'  ����>�!�� ������ ������� ���� 3����������!�5 ���
���������� �����������' �� �������!����!�� ��C��� ��� ���������� ������� ��� ��
�������� ��� ��� ������������� �������� �����������'

����. "##�����	��%���
� �� �� ���������� ��
	�
	

�� ����� ��� ��� ��������� ��!� �� ���� ������� ���� ���� �������� ��� >�����
������������6����' �<����������� 6��� ����������� ��� �� ������6������� ��!
�4* �� �� �, �������!����� ��������� �������� 3�/����� ��� "## �� ��� �6����
���� ��� �������� ��� &# µ� ���� �� #'= O ��� �� ������ ������5* ���6�!� ��� ��
������ �.. ��� ������� �6���� �������� ��! F�
'

����/ ,���
�

)�! ������������ 6���� ��� ����� ��������� ���� ������ �������� ����>�� ���� ���%
������� �������� ��������� ��� ��+!������� 6����' ��� �������� ��� �� >��� �� ��
���� �������������� ��������� ����� �������� ��� ���� >6������ >�!� ��� ��
���������� ������������' -�� �������� �� ��� ��� ��� ��>� �����!�� ���� ����%
������ �� �� ���� ��� ���������� ���������' ��>� �������� 6���� ������ �������'
-��6�� ������ ���!6�� �������!����!� ��* ����� ��� ������ ����������� �������
6����� �� �� �������� �� �������������� ��� ������ ��� ��� ���U������ ���!��
���� �D��+��' ��� �6����������� 6���� ������� �� �� ����� ������� �� ��������%
��� ��� ��� �������� �� �� �����' ��� �������� ��������� 3��! ������� �����5
6���� ������� �� �� ��������� ��� �� ���� ��������� �� ��� �6�����������'

 �% !�������	����	��� �	� ����
��������� ���

���������	
���	��	���

�� �� �����>��������� 
������� 6��� �<�����������%������� ��� ����� �����6���
���� ������/������������ ��� ��� ������ �������� 6������ ������� �� H�� $'&
6����� ��������
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��� $'&� ������/�� ������������� ���������� �� �� �������� ��������������%
�������'

• .������������ ���������� �� 	�2 �� ��� ��D���������� ���� -���%��������'
• .��������� ���� ������������� R""S 3>�� �������� =5'
• "�%��������� ���� ������� �������� ��>�� R"$* "=* "&S 3>�� �������� =5'
• .�������>�� R":* "G* ";S 3>�� �������� :5'
• ��H����� ��� �������� �� ���� ����� ���/����� ��� �������/��% �� ���%
��������������� R"8* $7* $#S'

• F������ ��� �������� ��>��� R$"S'
• 1� ���� 3��5���!��� ��� �������� R$$S'

�� ������������ ��� ���������� ��� �������������!��� �� �������������������� �����%
��� �� �����6������ ��� �� 1���%������������� ���������������� ��� �2��4'
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%�� &��������

�� ������� ������������ ���������� �� ��������>�� ��� �� ����� �� ������������%
����������* �������� �� �����/���' ��>� >�!� ��6�����!� ��������� �� ��������������
>6������* ���������� ��N�6 ��� �����������* �����!��� ��� ��� ����������� �� ��� ��%
����* �����!�� ��������* ����� ��������H� ��� ��������* ������������ �� ��� �����%
����� ��� ����������' �� �� ������������ ����� ��� ��� ���! �������� ����>���� ���
��>� ���������� 6����� ��������* ����� ��� ��� �������� �������!���� ��� ��
�������� ������������� ��� ��������>�� ��>�����'

%�� $��
�	�	�����
	���

F������������� �� �������� ��� ��������>�� �������� ��� ������ �������� �� ��
�6������� ��� ��������>�� �� �������' ����>�!�� ������ ��>� ���������� �� ��
������������� ��� ��� ����������������� �� �� ��6������ ��� ��� �������������
3�6���� ����� ���������� ��� ������������5'  ����>�!�� ������� �� ��� ����������
���� �� ����������� ������������� ��� �� ���������' ��� ��!>������ ����� ��
.��A����J� �������� ��� ����� ��� �� ���� ��� ��C������%����������� ��� ������6�
6����� ������ �� ��� 3����%����%�I���5 6����� ��� �� ���������� ������� �� ���
λ/14 3λ �� �� ���N�����5' ��>� ���������� ����� �� ��������� 6��� ��� �� ��� ����%
����� ��� �� �<�� ���� ��� �� ���� ���6�>�� >�!�'
�� ��������������� ��� 6����� ������� ���� �� ������������������ >�!� ��� ����%
���������������� 3,�.5* ��� ���������>� ��������������H������� 3�/��5 �� ���
�������� ���������� ���� �������������������* �� ��� .���%B������ ���������%
����� ���� �� ����������' �� ���������% �� �/�� �������� 6����� ��������� ��
�� ����������� ��� ��� ����������� ���������� 2������� �� 
�������* ���!�
������������ )�����'

$$



-������� &' 0����������� ��� ����������� ��������>�� �� �������


��� &'7� 0����������� ��� ������� �� ��� ���/���� ��� �� ����������%��������'

%� '�����
�	����������

�� ������������������ ���� ���>�� ��� �� ��>� ������ 6���� ����������* �� ���6������
�� ��>� ��������' �� 6���� ������ ������� ��� �<�����������%������� ��� ���
��������� ��������� ������ �� ��� ����������* �/����� ��� 7## µ� �� ��������'
���6�!� �� ����� ��� ��� ��������� ������������I����� ����� ����� �� ��� ���/%
������������* ����� ��>� ������� ������������� ������������� ��6������� ���
������������� ��������� 3H�� &'75' 	������� ��>� ��6����� �� �� ����������%
���� ��� �� ��������������� ��������' 1� ��>� ������ 6���� �� ��� ���/���� ���
����� ������������� ������� ��������� ��� ��� ������ ����� ����������' .���
�� ��� ����� �6�� ������������� ��6������� �� ����� >��� ���� ����������� ����
��� ���6� ������������ ���� �� �������� ������' �� �������� ��� �� ����� 6����
�������� ��>� ��!� ��� ��� ������� ���� �����������'
���� ��������6����� �� ������� ���� ��� �������������� v �� �������� D' ���
��������� ��������� �� J�������� ���������J 6��� ���6������ �� ��� ��� ���
�������!�� �������� �� >����� ��� ��! ����������� ��� ��6�����* �������/����������
�������� �� ��� ���/���� �������'

2� ������� ��� ��>� ��������� �������� ��� ���/���� ��� ��������� ��� �����
������� ����� �� ��6����� ����* ���� 6����� �� ��>�������!�� ���������!�� ���
������ ����� 6����� �������������' ��� �� ��� ������!� ������ ��� ��� ��������
�������� ��� ������� �������' 1� �� ������������6������� �� ����������* 6����
������ ������� ��� ��� ����� ����������� ��� �� ���� �������� ������' ���%
������� 6���� �� ���� ������ �� ��� ���/���� ���������' 	�>��� ��! ��� �������%
������ �� >����� ���� ���������� �C����� ��������* ��� �� ��� ������ ��� ��������
������������� ��������� 6�����'
��� ������������ ����/�� ��� �� ����������%�������� �� ������� �� �� ������������
�����'

$&



&'&' 
��������� ��� ��������� ��������>��


��� &'"� .�������� ��� RK;## µ� �� ���/��������� �� ��� ������������� 3�5
�� �� ��� ������� ��� ��� ��������� 3�5'

%�% (	����	��� �	� 
����
��� ����������

)����������� �������� 6��� ��� ����� ������� �� ��������� ��������>�� ��� ��
����� ��� ��  �
 �<����������� �� ���/���������' ������� 6��� ��� ���/����%
�����!� ���������� �� �� ���U������ ��� >��� �� �� ��������������� �������'

��� �������� ��������� 6��� ��� ��������� �������� ���� ��� ����� ���������
���>�� ��� ���>����� �������� 3"## µ�5* ���� ��� ��� ������������� ������������'
������� 6��� ��>����� ������ ������� 37## µ� �������� �����������5' ������%
���� 6����� �� ���>�� ��������� �� �������� ������� >���� ���������� �� �� ������
������' -�� �������� �� ��� ��������� >���� ��������� �� H�� &'"' �� �/������
������������!� �� 7 ��� 7# ������ ���������� �� ������������'

��� ���������� ���������� ��� �� ��������������������� �� ����� ��� ���������%
�������� ���� ����� ��� ����� ��� ��>� ������������' �� ����� ���� ��� ���
������� �� ��������� ��� �� �������������������

• -����� �������������������� ������ ���� ������ ��� ��� ������� ������������!�*
���� ����� ��� ���������� ��� ���� ���������� 3�������� ��� ������� �����%
����5 ��! ���>�� ��� ��� ����� F/#' )�! ���>�� ��� ��� ���� ��������
������ �� ��� �C��� ���� >� ��������'

• �� ����������������� ��� �� ����� ��!���� ���������� ������ 6����� ��� ���� ��
��������������' ���� ��� ������ ��� "# ��� ;# -> 6����� �� ���� ��������
����������� �� �����6������� �����������'

• 1� ������������ 6�!>� 6��� ���������� ��� �� ��� �������� ������ ����
��������������� ��� �� ����� ������� 3vmax < 150 µ�5 �� ����� ��� ��� ���%
����� ������������' �<����������� 6��� ����������� ��� ������� ���������

$=



-������� &' 0����������� ��� ����������� ��������>�� �� �������

��� �� �������������� ��������� ���������� ����� ��� ��� ������ ���������
��� �� ��� ����������'

��������� ������ �������� ��� ��� ������������� ��� �� ���H������� ����������
��� �� ��� 6������ ���� �� ������������6����� �/����� ����� "7 �� 7#= ��
��������' 0��>�� ��� R > 400 µ� ���������� �6����� ������� $# ��' ��
������� ���H���� ������ ��� ������������ ��� ��������� ������� $ O ��6��� ���
�� ��6����� 6�����'

%�) *����
����
��� ������ �� ���
��"��

�� ����������%�������� ����� �6�� ��������!�� ���������' ��� ������ >�!� �� ��%
����!�� ���������� ���� ������� ��� ��������� ���H����' �<����������� 6��� �����%
����� ��� ������������ �� ������������ �������� �������� ��� �� ������!������
�������' ��� �6���� ��� �� ����������� ������ �� ��� ���������� ���������
6����� ���� ��� 3�6��������������5 ��! ��� ��������' 1� ��� ������ 6���� ���
3�6��������������5 ��! ��� ���>�� ���������� ������ ��>����� ��!������� ��� �����
�� �� ��� ������ ���� �� �������' �� H�� &'$ >�!� ��� ������ ����������� �������'


��� &'$� 2���%��������� �� ����%�����<� ���������� ��� ��� �� ����������%����%
���� 6����� ����������� ������� ���� 3�5* ������������ ���� ��� ��� ������ ���
3�5 �� ��� &×& ������! 3�5'

$:
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)�� &��������

�<�����������%������� �� ������ �� �����>��������� 
������� �����6��� �� ����%
������������� ��� �� ����� ��� ������� 6����� ���� �������� ����������' 0����%
������� �� ���� �� ����� �������� ��� �� ����� �� �������!�� ����������� �� ����������
�� ����������������* ���� ��� ������ ��� ��>� ������������ ����������� �����
��� ������ ��������� ���������' B� ������ �� ���� �/����� ������� �� ��� ��� ��
��6����� ��������� �� ����� �� ���� ��������� ���������� ��� �� ���' )��������
���� ������������ ��� �� �� ��� ���� ���� ������ �� �� ���!��� �� �� ������� ��� ���
���������� ����%������������� ����� �� ��!��������� ���������!�� �� ��� ���! ��%
������� ��� �� �������' ������ ������ �������������������� ����� ��>� ���������
���������' ��� ��!�� ��� ������������ ���������� ��� 6����� ������������ ��
�� ������������ ������'
�� ��� �������� 6����� " ����������� ���������� ��� ������ ���� �6����������%
���� ��!�� ��� ������� �������� ��>��� �� ��� ����������'

)�� !�������	����	��� �	� ��� ������� �� �� ��"�

�� �	� ��	
��� ���
��� �����

�� ������ ����� �� �������� 7 ��� ������ ������������ ��� ���������� ��������
���������������' ������! 6���� �� ������� ������� ��� "� ��!�� ��� ��������
������������ ��>��� �/������ ������� >���� �4,�0� �� .40��� ��� �� ��>� ���%
H������ ���������' 1� �������!�� ����� �� ����>��� ��� ��������������� ��������

$G



-������� =' �<�����������%������� ��� �������� ���� ���������� ������������


��� ='7� .������������ ��� �� ������ 3�5→3�5' ���������� ��� �� ������ �� ���
�������������>��� ��� ���������%��������� 3�5→3�5'

3V����� 6��� ��������W5 �� �� ���� ��� ��� �������� �������������/�� �� ��� ���%
�������� ���� ��!�� ��� �������������' ���� ����� ��������� 3��� ������ ������5
�� ������� �������� ��>�� ��� ���� �������� �� �������� ��������+�� ������������
���� �������!�� ����������' �� ��������� �� ��� ������ >���� ��������� �������
�� ���� ����������� ����������� �/��� ��� "� ��!�� ��� ��>��� ����� ��>��' ��
��>� ������ ��������� 6� �� ������/������������ ��� ��� �������!�� "� ���������*
�������� �� &×; ��>��� �� �����������'

(���� $��	���

�� ����������� ��� �� ������ �� ��� ���/���������!� 6����� ��� ��! ��� ; �������
�� �����������* 6���� �� ������������ ��� �<�����������%�������' �� ��>� �������
6����� ������� �������� ��>��� ���������� ����� �� �����>�!�� �� ���������� ���
��� ��%�������� ��!� ������������'  �� AA� >�!�� ��� ��� �����!� ��� �� ��>����!
6���� ��� ���� ����� ��������� ���� ���!��� ��� ��� ���!� �� 7## ◦4'
��������� 6����� ������������� �����!�� ��������� ����� ������ ��� ��� J�������
�����������������J ��� ���������� ����� �� �� ������������ ������' 2� �����!����
������ ��� ��� "� ������ ��� ����� ��� ��� H���� ����!������ ������� �� ��� �����
��� �������� �6������� �� �������' 
��� ='7 ���������� ��>� ��������������'

(���� ����
��	
� �� �� �������
0 
� #�������#���	0��

 �� ����������������� ���� �� �����!�� 6��� �4 �� �.. ����>��' )���� ��%
�������� �������� �� ������� ��6���� ��� �� �������%�������������' �� �����%
������ ��� �� ��>� �����!�� 6���� ����������* ������� �� ��� ��! ��� ; �������*

$;



='"' ������/������������ ��� ��� ������ ���� "� ��!�� ��� ������� �������� ��>��


��� ='"� 	��������! ���������� ��� ������������� 3�5 �� �/����� ������%
���!����� 3�5'

� ���/!�2� d �µ�/����� �������� %�+��!����0 

��������!����� ��� �1��� �! �� ���

"2+1 ���3����
0�!�� ��� �1��� ���� �� ���1

����� ='7�  ����������������� �� �/����� �������������'

��� 7"= µ� ���� �� �� ��� ���������� ������� ��� "=# µ�' �� ��������������� ��
>� ����>�� ��� ��>� ������� �� ����� ������ ���� ����� >�!� ��� �� ��>��� 3�� ���
������ �<��� ����� ���� ��!� ��5' ��>� ������ 6��� �� ������������� ��������
����������'

• ,������ ��� ��������� ����������� �� ���������

��>� �������� ������� ���� �����H�� ���������6���M ��� ��������� ��������� ����%
�� �������� �� �� ������� ��� �� �����' �� ������� ��� �� ������ �����
������� ��� �� ������������ �� ���� ��� ��6���� ��� ��� �������� �������� ��
������������� ������������ 6���� ��� ����� ��������� �� ��� ���/����' ���� �����
6���� ��� 7"= µ� ���� ��������� ���� �������� ��������'  �� ��� ����� ����� ��*
���������� �� ����� "=# µ� ��>�! �� ��� ���6� ����� 6���� ��������' �� ����������
��� �� ������ ���������! ����� ���� ���� ��!� �� ������* �� �� ���� ��� ��������
���'

• -/����� ���������!������������

1� �� ������������!� �� ��������* 6��� ��� ������ ���6����� 6����� >��� &
������������ �������� ��������' �� ������ �� ��� ������ ��� ��>� ��������
�� ����������� ���� �� �������� ������ ��� �� ���!���������' -�� ������ �������
�� ,������ 7 3�6����5 ��� ��� ��������H��� ����H������ �������������'
)���� �������� >�!� ������� �� �������!�� �� ������!��� �� �������������!� �4 ��
�.. � ����� ='7 ����� ��� ����>���� �� H�� ='" ���������� �� ���������'

�<����������� 6����� ��� ������ �������������� �������� �.. ������� ���� ����
��! "&; �� ���� >�!� ���� ���������* ���� ��� ���� ������� ��� ��� ���������
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��� ='$�  �
 ������� ��� �4 ��� ������������� 3�5� ����������� ��� �����%
��������� ��������� ��� ��� ������������ ��������� �������� ���� �� ����������'
-�� ������ �� ������� ��� ������������ �������� �� �� �����' F�
 ������� ���
�.. ��� �/����� �������������� 3�5 ��! :8# �QL��2 ��� 7## -> �������������%
����'

�6���� ��� ��� ���������M ��!����  �
 ������� ���!�� �� ������6������� ��� 6���
���������' )�! ���/��������� >��� 6� ��� ��� ����������� ��! 78$ �� 6���� ����
���� ������ ����������� ��� ������� ������� ���� ������� 3H�� ='$5M F�
 �������
�������� ��>� ������!������ ����'
�� ��>� ��� �� ���������������� 3�� �I�������� �� ���������������5 �� �������������%
���� �� ���� >� ��������!�' B����� ����� ���������� ���� �� ����� 6����� ����>��
3H�� ='$5 ������� >��� ���� ��������� �� 6���� �� ������������!� ������ ��������'
1� ��>� ����� 6��� ������ ��6���� ��! ����������������� ������� ��� $## �QL��2

�� ������I������ ��� =# ->* ���6�� �� �<���� ����>�� ���� ��6������ ����������
���� 6����� �����>����'
��������� 6��� �<����������� ����������� ������� �������� ����� 6���� �� �� �����
������� �� ��������� �� ������ ��� ������6����' )�! �� ������������������
����� ��� ������ ��� $ ��6������� ������� ���6�!� �� ��� ����� ��� �� �/�����
������������� 6����� �������� 6��� ������� ����� ��� ������ ��������' �� ���>�%
��� ��� ��>� �������������� ����� 6����� ������������ �� �� ������������ ������'

(���� ��#��
���	��� ���%�	�	��

2� ��������� ��� �� �����!�� 6����� �� �������� ��� �� ��>��� �� �� �����< �<����%
������� ������H����' B���� ��� 6����� ����������� �� �� �����* 6����� �6�� �������
������� �������� ��>��� �������� ����/ ��>��� ��� ��� 77: µ� ���� ��  ����� ���
��� :$ µ� ����' )���� ������ ��� �������� �������������� ��� 7"= µ�'

��� ����� ='" ����� ��� �� �����������6�!���� �� �� ��>�������������� �� ��� ��!
��������!� ����� ��' ������! ����� ��� �������� �� ����� ��� ��� ���� ���  �����
��� ������/�� ��>�� �� ��� ��� ����� �����������6�!���� �� �� ��>����������' ��
������ ��������� �� ����� ��� �� ��������+�� ����/ ���������� ��� ��������'

&#



='$' 
��������� ��� ��� ���������� ���� ��������� ��� ��� �4,�0%����

����� �� T �������� ����� �� @ ��������
�1
 ������ ������6����� ������� ������6����� �������
7"=L:$ &×; "=# "&8 ± 7# "=# "&: ± 77
7"=L77: "×; "=# "&; ± : ";# "G8'=

����� ='"� 	������ ����������� ��6���������� ��� �� ��>�������� �� ��� ������
�����!��* �������� �� µ�' .��� �� ��� �� ����6����� ���� �� @ ����� ��! ��
�6���� ������ ";# µ� 6�� ���� ��� ��6�!���� �� �� ����� ��� �� �����!��' 
���
='& ����� �� ��������� ��� �� �����6������ 6���'


��� ='&� ��H����� ��� �� ���������� �� ����� ='"'

)� (	����	��� �	� ��� �	
����� �� 	����	���

�	� ��� +,��$�����

.�� �<�����������%������� 6��� ��� �������������� ������������ �� ��������� ���
��� �4,�0%���� ��� ��� .� �������������� ������!� �� �����'

(���� "#��%� �� �� ���%��

��� .� ��������� ��� ��� 7×; ��! ��� ������� H���� 3����/ 7"=L77:5 ��� �� �� ��
��� ���������� ����������������� �������/ ������ 6�����' ��>� ������� �������
�� ��� ���������� ������ 6����� ��� �4,�0 ���� �� ����������' ����������
6���� ������ �� ���� ��� ������ ����������� ��� ����>��� �� ��� �6�� ���������%
����� 6����� �� ������ ��� �� .� ��������� ������' ���� ��� ����� 6������
��� �� ����� ����� �� ������ ��6����� ����������� �� 6����� ��� �� �4,�0
����' ������� 6��� ��� ���������� ������������ �� ���/���������' ��>� �����
���������������� ��� �� ����������� ��� ��>����� ��� �� ������ ����������'

(���� ����
��	
� �� �� ���	��	��� ��	 ���������	
�

�� ���������� ����� ��������� �� H�� ='=' �6�� ����� ��� ��� �������� ���
G## µ� �� ��� ��� �����+���� ��� &': �� ������ �� ��� ����� ��� .� ���%
������������ �� ������ ���� �� �����' ��� ��� ��!������ ��� �� ��� ������ ���
�� ����������* 6���� �� ���� ����������� ��� ��� ���U����>����� ������� ��
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-������� =' �<�����������%������� ��� �������� ���� ���������� ������������


��� ='=� 0������������������������ �� ��� �4 �����!� ��� ��� ����� ��� "=# µ�'
�� ���������� ������� ��� ��� F�
 �<����������� ��! 7# ->'

������ �� ���� ����������� >�!�' �6�� �������� ��� ��� ������� �� & ������� ����!��
��� ��� ��������� ��������� 6����� ������� �� ��6������ ��������� ��� �� ����
�� ������!���' ������� �� �����>�!�� ��� �� ������ =# µ� �������� ����� �� ����
3����������� ��� �� �������� ����%�����������5* 6��� ��� ������ ��������� �� �� ���%
�������' 1� ��>� ������ ����� �� ������������������� ���� �� �� ���������������
��� �� ���� ���������� 6�����' B����� >� ��� �������������� �� ��������� ��� ��
������ ��������!��� 3�������� �������������� ��! ��� ���������� ��� $##×5'  �%
��������� ������� �� ��� ������ ��������� ��� �� �4,�0� 6����� ���������� ��!
������� ����� ���� �� ����������'

(���� ��#��
���	��� ���%�	�	��

)�! ������� ��� �� ������ ���� �� ���� 6��� ��� �����������6��������� �������
����� = �� 7# µ� ���������� �� ���������� �� �� ������' �� �������/ 6���
��� �6�� ������������� ����������� ���������' -�� ��� �/�� ��* >���� ���������
���������* ��� ������������ ������������' -�� ������ ��� ��� ����������� ��������
3�������������5 6�����! �� ���� �������� ������ �� ����>���' �<����������� 6���
����������� ��� �� ���������� �� �� �����6������� ��� �� ����������������!�� ��
��� ��������������� ��� ���� ����� 6���� ��� ��! �� ����%���������� ����������' ��
����� �� �6��+����� ����>�!�� ��� �� ������ ���� ��������� �� �� �����������������
��� �� ���� �� �� ���������� �������� ���������� ������!�����!�'  �� �� ������
���� 6���� �� �������� ������� �������� ���� ���������� ��� ��� ���������'
�� ������������>�� ��� �4,�0 ���� ������� ��>�� 6����� ������� �� 7 ��� 7'& �)'
������ �� �������N������* 2 �������� �� ������� ��>��������>�� �� �������� 6�����
��������* ��� ��� ������� ��� ������>�� ���� ������������ ���6����������� >�!�'
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(���� �� ��� ������ �������� 6��� ��� ������ ��� ��������� �������� ��������%
������� ��� ���� ������>�� ����� ����� ��L�� ��>��� �����������' �� ��� ��������
���� 6� ������ �� �� �� ��������� ����� �6�� ������%���� ��>���'

���� ����������� ����%���������� ��>�������������� ������� �� ��� �������� ����
��������� ��������+�� ������������ ,�* ,4 �� 
4 �����������' 	�>��� ��������
������������� ��� ������ ������ ��������������� ������ �� ���6����� �� ��>��� ��>�
������� ���� �� �������� �������* �� �� ��� ��������� ���� ��� ����������� ���
�������� ��>��� ������!�����!� ��>��' -��� 6����� ��� �������!� 6�� ����� .�
������� ����� 6����6��� ��!�� ��� ��>��� ��� ������ ���������* ���� ��>� �����%
������ >�!� ������� ��� 7%������������ ��>����!��* ������ ������� ��� ���� �������
��������������������� �� >�!� ���� �������� ���� ���������!��' ����� "%������������
����������� >�!� ����������� ���� �����������'
�� ��� �������� >���� 6� ��� ������ ��� ��������>�� �� �� �������������� �����%
>����� �� ����!��� ��� ��>� ����������� �� �������������������� ����� ���������
�� �� �� �����6�������� ����������' �� �����C���� �������D��+����� �� ��!%
������� ����������� 6����� ��� 	��������� ������ ��������'
�������� >�!� �6�� ����� �������' ��� ����� �������� ��� �������H�� ��� ��� ���%
��� ���� ��>�� ���� ����� ��� 	��������� ����������' 4������� �������� ��� ����
��� 4������ ,.
%"; ��>��� ��� �� ���� ���!6�� ������������ ��� ��� 	���������
����� ��� ����� ������� w0 = 5.1 µ�' ��� �6���� ����� 	��������� ������ ���
����/������ ���������� ��� �� �������D��+����� ���'

� ��� �#"� �2�
 3�	�� �
� ��� �������	� �#"� ����
�0���� �2�
 �������3��
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��� :'7� F�������� ��� ��� 	��������� ����� ���� ��� ��>������'

-�� .�����/��0���� �	� ��� 	�����	��� 1	�

�		�
�

������ �		� ��� ��������

�� �� �������� ������� >���� ���������� �������D��+����� 3F�J�5 6����� ��������
�� �� �������������������� �� ������� ��� �����������' ��>� ����� 6��� �� 6����
���� ��� �������� ��� ��� ���� ψ1 6���� ��������� ���� ��� ������ ���� ψ2'
�� F� 6���� �������� ���� �������� ��� �� ����������������

η =
∣∣∣∣
∫ ∫

S

ψ1ψ
∗
2dS

∣∣∣∣2

�� ��� ���� 6��� ����� ����� ���6�>�� >�!�'

 ������� �����%�������� ��������� �� ��������� �� �� ����/��* �� ��� �����6�>��
����� �� ��������� ��� ��� 	��������� ����� �� ��� �������� ��>�� >����� ��%
������>�� �� ������6�� 3H�� :'75' -��6�� �� ����/�� ������ >�� ������� 6��%
��� ��� ��>��%����%��>�� �����������* ��� ������������ ��������� ��� �������
6����� ���� ��� 	��������� ����� ��� ���� ��������� �� ��� ��� ������ ��>��*
���� ��� ��!��������� ��� ��P���������� ������������ �� ��� >�!6����� �����������
����������������� �� ��� ����'

η(∆x,∆y,∆z,∆ϕx,∆ϕy) = η0(∆z)ηx(∆x,∆z,∆ϕx)ηy(∆y,∆z,∆ϕy) 3:'75
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F�����������>�� ����� ���������� ��� ��� F� ��� ������������ �� ��� 7' 	�>���
�������� ������>�� �/����� �� �) 6����� ��������* >���� 6� ������ ����� ���
�� ���������

L = −10log(η)

��� �������� ��� ��>� ������������� ��������� �� ��� ��� ������ ������� ��� ���
�������� ���� ��� 6����� �������� ��� �� ��� ��� �� ������������� �������%
������ �� ����������������'

-� ���������� �������		������� ��������

	�>��� 6� ����������� ��� �� >����� �����%������ 6����� �������!���* ������ 6�
��� ������ �������� ��H��+��� ��� ����� ������� 6����� �� ��� ������� ���6���
�� ��������' ��>� ���������� ����� ��� �������� ���� >�!�� ����������� �����%
����* ����������������* ������������������* �������� �������D��+����* ���������*
���' �� ��������� ����/�� ��� � ����� >�� ����� ��� �������� ������ �� ��������
�������* ��� ����

• �� �������� ������������>�� Lmin

• �� #'" �) ���������� ���� ������������* ������������ �� �������� ������������
3K 8: O F�5

• �� #'$ �) ���������� ���� ������������* ������������ �� �������� ������������
3K 8$ O F�5

��>� ����������6������ >�!� ����>�� �� ����� ��� �/������ �����H������ ���� �����%
������ ��>������������� ��� #'" �) ��� �/����� �� #'$ �) ��� ��<����� �������
���������'

&=
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��� :'"� 	�������� ��� ������� ��>��%����%��>�� ���������'

��� ����<%��������
���� ��������� #'" �) #'$ �) #'" �) #'$ �)

∆xy Rµ�S ±7'7 ±7'& ±7'7 ±7'&
∆z Rµ�S ±"$'; ±"8'$ ±$= ±&$
∆ϕ R���S ±7'" ±7'& ±#'; ±7'#

����� :'7�  ������������������� ���� ��>��%����%��>�� ���������'

+���� ,
���	� �1��2����2�1�� ��##��
��

.� �� ��� ����������� �/�� ��������� ��� �� ��� �������� ��� ������� ���������
�� ���������' ��>� ����������� >�!� ������� ��� 7%������������ ��>����!��' ��
���������� ��>��� ��� 6����� ������������� ����� �/����� ������� ��� ������ �� ��
��� ������ 6����� �������N������ ���������' �� ��� ������������ >���� �������!��
������>�� ������ 6����� ���6�������� ����� ��� ���������  ( ������� ��>� ����
6��������� ����� ��� �����'

	����� ������ ��� �������!���� 3:'75 ����� �� ����������� �������� 6����� ����
�� ���������� ��������������' 
��� :'" ����� ��>� ����� ���' 	�>��� �� ����
����%�������� �������� ��! ��>��%����%��>�� ��������� �� �� ��<����� F� �� �����
��� �������� ��������� 7## O 3Lmin = 0 �)5'
����� :'7 ����� �� ����������� �� �������������� ����� �� ����������������' -���%
��! ��� ��� ������� ��� ������������ ����!������ 6����� ������ ������* ���� ���
�� ����������� �� ������������ ������������� 6�� ���� ������ >�!�� ������� 7'7 µ�'

�� ��������������������� ���� ����� �������������� ��� 6����� �������* >�!� ���
�������� 3����� :'"5' ��>� 6����� �������� �� ���������� ����� �� �� ��������%
�������� ��� ��������������� �� �� �6�� ���������������� ���� ����� >�!� �� ��� ��
������>�� ����� 6����� ��������' �� >���� ��� � �� ��� ��� ��� ��� �����������
����� ����� ����� ���>���� ��� ��������������

&:
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���� ����<%��������
���������� #'" �) #'$ �) #'" �) #'$ �)
δxy Rµ�S ±#': ±#'G ±#': ±#'G
δz Rµ�S ±77'8 ±7&'G ±7G'$ ±"7'$
δϕ Rµ�S ±#': ±#'G ±#'& ±#'=

����� :'"� ����������� �� �� ��>���������� �� ��� ��� ����� ��������������'  ��
������������ ����� 6��� ���� �� ��� ����<%�������� ��� ����>��'

7' 
��������������� ��� >�!� ����� ��� �������� �� ���� ��������� ��>�������!�
�� ��� ������������ ����� >�!� ���� �� ���������� ��>���' ��>� ������������
��6�!������ 6����� ������� ���� ��� ����������������* �������� ��� ������%
��� ��� �� ��>���' ������� ������������������������� 6��������� �����������
��>�����* >�!� ��>� ����� ��������� ��� ��� 6���������' �� ����������� ��
�������!�� ����� >���� �������� ���� δ 6����� 6����������'

"' 	������������ ��� >�!� ����!������ ���������� ��� ��� ������ �� ����%
����� ��� �� �������������� �� ������ ��� ������ 6������ ���������� ��
��� ������ ��� ���� ��>��� �� ��� ����' �� �������� ��������������� ������ ��
��� ��� ������ ���� ��� �� ��������� 6���� ������� �� ��������* �� �� 6����
������ ��� ������' 	�>��� ��� ������!� ������������ ��* >�!� ��>� �����
������!� �� �� ��������' �� ����������� �� �������!�� ����� >���� ��������
���� ∆ 6����� 6����������'

���� ��� �/�� ����!���� ����� ����������� 6����� �������� ��� ��� ��������
F� ���>������ �� ��6�>������ ��� ������ ���������������' -�� ������� ���� >���
��� ��� ��������� ������������6��� �� ������� ��� ������������ ��������� 3��
�������∆5 �� �� �� ��>������� �� �����6�������� ��� �� ��������� ��������'
B���� ��� ��� ������ ��� ����� ��� ��������� ���� ��� ������ �������� ����������%
�����������'

+���� 3�##��
�� ��	 �
���2�#	
��

.�������>�� ��� 6����� ��������� �� �� �������� ����� ����� ��>���* ������ ��
��� ���C���� ��� �������� ��� �� ��� ��>�� �� ������������ �� ��� ����� ��� ��
������' 	�>��� ��� �������������� �������� �/��������� �� �� �� ��������� �� �6��
���6�!������� ����� ���� �������* ���� ��! ������6� >�!� �� �6�� �/����������
�����' 1� ��N�����������>�� �� �������������* ����� ��� ������ ������������ �� ��
�������� ����� �� 6����� �������' -�� ������ ������ �� " ��� ��������������
AA� ��� �� ��>��>�!�� �� ��� �6���� ������� ���� ��� ����� ����' ��� ���������
��� ��� �������!�� ��������� �� ������� �� H�� :'$ 6�����! ��� ������� ��� �����
�6�� ��>��� ����>��� �� ��� ���������� ��������>��' .��� �� ��� �/������� �������
��� �� >��� �� ��� ������ ��� J���� 6����J �������'

&G
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��� :'$� ��>��%����%��>�� ��������� ��� ��������>��'

+���� ,��
�� �� ��	 ���1�����	���

����������� ��� ��� ���6��� >���� �� H�� :'$ ����� 6� �� ���>�� �� �� ��%
������� ��������� �������������' �� ������������ Dlens 6���� ������� ���� ���
88 O ������������������� ��� ������� ��� ��>� ���������� ���� �� ������������
��������' �� ������� h ��� 6����� �������� ���� ��� ��������� ��� �� �������
��� �� ���� 6���� ��� >��� �������� ����� �� ���>�� �������' �� ����� ��>�
����������� ��� ����� ������������

general system

h = 2
αnd(αnd

F L −αnn)+ 1
F L

( αnd
F L −αnn)2

+ 1
F L2

Dlens = 3w0

√
1 + (αnd)

2

wa = FL
kw0

√
4

1+α2
n(d−nFL)2

6�����! �� ��>� ��� " ���������� �� �� ��� 3FL* d* h5 ��� ��������� �/�����
�������'

�� ������� �6�� �������� �������� ���������� �� 6���������� d�

&;
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�� ��	 
�
����

�� ����� d = nFL 6���� ��� ���>���/����� ��� ����� ��������

4 − F system

d = nFL
h = 2FL

Dlens = 3w0

√
1 + (αnd)

2

wa = 2FL
kw0

��>� ���H������ 6���� ��� &%
 �/����� ������� ��>��� �� ������� ����� ���
����6����% �� ��������� 4FL �������� ������ �� ���>�� >��� �� ���� ��������'

� ��	 
�
����

��� ����� ��!>����� ����� ���� >��� ���� ��� wa/wo = 1 ' ������ 6� FL �����
��������������� ��� ��>����� ��� �� (�/����� ������* ��� ����� 6� ��� �/�����
��� ����� ��������������

8 − F system

d = 2nFL
h = 4FL

Dlens = 3w0

√
1 + (αnd)

2

wa = w0

����� :'7 ����� ��� �� ���������� ���� �������� ����!������ 7'"◦ ��������' �� ��
���������������� ��� ��� ����������� ������ ���� ��* ��� ��� ������� ��� ��>� ����%
������ ���� ���������!� �������� �� ���� �� �/������ ���������� ��� ��!���������
��� ;×; ��>�������<' �� ���������� ���� ������������ ������������� �� ��������%
��� 6�� ���� ������ 3∆xy0.2B = 1.1 µ�5� ���������!�� �� �� �������� ����� ��
������� ����� �� ���������������� ����� ����� �� �������� ��������� ��������!�
���������' ����������� ��� ��>� ���������� ��� 6����� ������� ���� ��� �������
����� 3������� wa5 ����� �� ���>�� �� �� �������' ��� �������������� �������!����
��� �� ����������� ��� 6� ����� ���6������ ���� >�6�� �� ��������� ��� ���� ��
���������� FL* d �� h 6���� ������� �� �� ������������ ������'

+���' �������
�� �� �� �������

�� ��� ������������ 6����� �������� ������ ������� ��������* ���� ��� >�!� ���� ��%
�����>����� ��� ��� 6���������� $%������������ �������� ������������' 	�>���
�������� ��>��� ��� �����������%�/���������� ����� ���������* ������� ��� ����
>��� ��� �� ���>�� ������ ��� �������� ��������� ��>�����' �� �<���� ���� ���
�������� 6����� �� ����� ��� ����%���������� ��� �� ������ �������������!� �����%
�� ��� ��� ��>������� �� ��� �� J6����J wa' 1� ��>� ������ ������� 6�

l(x, y) =
x2 + y2

2(n− 1)

[
n

d(1 + (nkw
2
0

2d )2)
+

1
h
2 (1 + (kw

2
a

h )2)

]
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��>� �������!���� ��H������ ��� �������� ��� �� ���� l(r) = cr2 ��� r =
√
x2 + y2

�� c ��� ���������' �� ������������ ��� ������ ��� �� �����< �� ������� ����
(1+l′(r))

√
1+l′(r)

l”(r) �� �������� �� 1/2c' �� ��������������� ������ ������ �� R/(n−
1)'

-�% (	����	��� �	� ���������� ��� ���������	
���

	��	���

.��������!�� ��� ��� ��������� ���� ���� &%
 ���������� 6����� ������������ ���
�<�����������%�������' ��>� ����!�� 6����� �����6��� �� ��>��%����%��>�� �����%
���� �� ��������' -��6�� �� �<���������� �� ���������� ������� ������� 6�����
��� ����������� ��>��� 3�� ���� ��>����!��5* ����� �� ��������� ���� ��� ����
����� ��������� ��� 6�� ��������>�� ����� ������ �� ��� ������ ��� ���������%
�����������'

+�'�� ������	���# �� ������
0
�� �� ��	 ����
��	
�#�����

1� ��� ��� �� ��>���������� �� ��� ���/���������!� ����������� ��� ��� ��%
�������� ��!�' ��� �����!� ����� ��� �������� ���� ��� ���������!� ��� ������%
�� 6���� ��������� ���� ����� �� ��>������' -�� ��������� ���������� ��� ���
���/���������!� �� �� �� ��� �� ��>�� 6���� ������������!�� ���� ��� ��������%
���������� ,. ��>�� �� ��������' -�� 
4L�4 ������ ����� �� ��������� �����
������ ���� ��� ����� �����!����' �� �����!�� >�!� ���/���������* ������!����� ��
��� ����� ��� "=# µ� ��! 	��������6 ���'
������ 7= µ� ���� ���6�!���� 6����� �� ��� �������� ������������� �� ������!���
�� �������� ������ ��� ��� = µ� ������ ��� �� ���� �� ��� ������� ��� �� ������%
�������* �������� ��� ��� 6���������� ��� "$# µ�' ���� ��� &%
 ���>���/����� ��
��� �� ��������������� ��� ��� ������������ wa = 14.2 µ� ����� �� ���>�� ��
�� ��� ������������ ������������������� ∆xy0.2dB = 3.1 µ�' �� ������� ��������%
������ >�!� 6���������� �� ����� :'$' �� ���>�� 6����� ������������ ���� ������
�� ����� ��� �� ����������%�������� >���� ���������� �� �������� &' ,������ 7$
�������� 6���� ����� �� �� �������� �� ��������� �� �� ����>�� ���������������
������� 7#= �� ��� ���' ���� ���������� ��� ��� ���������� 3����������5 �� ��
��>�� �� �� ��>������ ����� ��� �4 �����!� �� ����������� ��� �� ��0 3V������
��� 0���W5 ������* 6��� ��������� ��� �� ���� ��� �� ������������� ��>������
���������' 
��� :'& ����� ��� ��������� ��� ��� ������������������ ,. ��>��
��� ��� ���������!�'

+�'�� ��������
	�
	

�� ���������� ���>�� 6����� �������� ���������'  ���������������� ��� ��
.���%B������ �������������� ������� ��� ��� �� ���>�� ���!6�� ��C������������%
����� >�!� ��� ��� ,����� (���� ��� #'8: �� ��� ��� 6����� ���� �� ����������

=#
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d Rµ�S FL Rµ�S h Rµ�S wa Rµ�S Dlens 3Dmin5 Rµ�S
"$# 7&8'G "88'$ 7&'" G# 3&='&5

����� :'$� 0������������� ���� ��>��%����%��>�� ��������� ��� ��� &%
 �����/�����
��� ������ ����� ��� "=# µ� �����!�� �� ���/���������' �� ������������ ��� ��
�����< �� ;7 µ�'


��� :'&� 
4L�4 ������������������ ,. ��>�� ��� ���������'

������� #'#&λ' .��� �� ��� ��>� �������� ��! :$$ �� ������� �� ���� ��! 7'== µ�'
��� ����� ���������� ���������� �� ������� ��� �� ����� ����� �� ���>��� ��� ��%
������������� ��� &'= ������ �� �� ��������������� ��� ��� ���� 6���� ��� �������
��� 7$ µ�* �� ���� ����� ����� �� ��6����� 7& µ�'
��������� 6����� �������<���������� ��������� >���� 6���������� �� H�� :'=�
�6�� ��>��� 6����� ��� ������ ����������� �� ��� ������� ��� �������� $## µ�'
���������� 6����� �� �����������������>�� ������� ��� �� ������ ������ �������%
�� �� " ���������� ��� ��� &%
 �����/����� �������' �� ��������� >�!� 6�����%
����� �� ����� :'&'
-��6�� �� ���������� ����������� ��� ;; O ��� ������ ��������!� ��6�!�� ��� ��
������������ 7## O 3��N������ 6����� ����� �� �������� ��������5* �� ��� ����� ���
���������� ��������' ��� ������� ����������� ��� �� ��������� ��� ���6���� 6��%
��� ������ �� ���>�� ��6������� ����� 6����� �������������� ����� �� ��>���'
�� H�� :': 6���� �� �������D��+���� �� ������ ��� �� ������������ ������������
6����������' ��� ��>� ��������� ����� ��� �� �<����������� ∆xy0.2dB $'$ µ�
��������* 6���� ���� ����� �� ��6����� $'7 µ� ��������'

=7
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��� :'=� ��>��%����%��>�� ��������� ��� ��� &%
 �����/�����'

�� *
*�� #������ � 4� 	��!"� �*� #������∗ � 4� �*� ���������� �5�
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��>� ������ ��� ���� ��������!�� ��������������� 6�� �� �<�����������%�������* ���
��� ��� ������� 6����� ���� �������6������ �� ���� 6���� 6���� ������������ ��
��>� �������� ���� ��������'

�� ��� 6��� ������ 6� ��������� �� �/������ ��������� ��������� ��� ������������
��!���� ������������ �� ���������� ��� ����� ���� ��������� ���������� ������ ���
�������������!� ����� ���6�!�����' �� ��� ��!>����� ������ 6� �� �����������
��� ���������� �� ����%���������� ����������� ��������� �� ���������� ��� �����
��� ���� ������!��� ���������� ����� ������'
1� ����� ��� ��>� ������ ������ 6� �� �6��������� ��� �<�����������%������� ���
�������6��������������� ���������' �� ��������!���� ��!����� ��� ��>� ������
�� ��� ���� �� �6��+����' ����>�!�� �� �� ��� �/���������� �����>��� ���� �� ��%
������� ������������� ��� = ��������!��* ��������+�� ���/����� 3�4* �.. * ��*
�, �� ���5 �� ��� ��! >�6�� 78$ �� ��� "&; ��' ������! 6����� ���� �����������
��� ���������� �<����������� ���� ��������' ��� �6���� ������ 6� ���� ����%
������!� �� �������%������������� ��� ���������� ��� �������6������ �����>����'
��� �� ������������� ��� �� ���� �������� ��� >��� �������� ��� ����������� ��� ���
������������� ��! 7 �� " ���/����� �� ��� ���� ���������� >�!� �� �/������ �������%
6��������������������� >���� ����������* ����� ��������* ��6������ �������%
���* ���'

��� �6���� �������� ��� �� ������ ��������� ��� ������ ������������� �<�����������%
������� 6��� ������� �� �������������� �� �����%�������� ���������!�� ��� ��
����� �� ���/�����' ������ ��>� ������� ����������* �� ���������� ��� ��������%
>��* 6�� ��� ����� �������� ���� �� ���� ��������� ��� ���������� ��� �� H����
������������6�������'
�� �������� & 6���� ��� ���6� ������ ���� ������������������� ������������ ��
����������%��������' ��>� 6��� ���6������ ������ ��� ����� ��� ��� ��������� ��
���� ��� ���>�� �� ����� ��� ��� ���!6�� ��������� ���H�� ������ ��� ������������
��!� ��� ������ ������ 3���� ���>�� ��� "## µ� ��������5' �� ���������� ���

=$



-������� G' )������� �� ���������������������

�� ��������� ��� ���������>� �� ������%6���� ����������* �� �� �������� ��������
�������� �� >���� �� ��� ���� ���� ��� ��� ���������� ����%������������� �������/
���>�� �� ������!�� �� ��H��+��� �� ��� ���/���� ���������' ��>� ����� �����%
����� ����� ��� �<�����������%������� ��� 6���������� ������/���� �������� ����
�������������������' ��� ���� ��� ������ ��� ��������� 6����� ��������������
�� ����������%�������� ��� ��������� ���� ��C������%������������ ���>�� ��� ����
�LX ��������' �� �������� ��6��������� ��� �� ��������������� �� ����������%
��������� ������ ���� ��� ���� ����������!�� ���'
-�� �<����������� 6��� 6��� �� ���� ��� ������������������� ������� ��� ���>��
��� ��� ����������� �/�������' ���� 6��� ����� �� �������� & ����������� ��� ��
������������ ��� 6����� ��������� ���� ���>�� ��� ��� ����%�������������* ����
������� ����������� �����' �������!�� ���>�� ������ ���� 6�� ���������� ���� �� ��%
������ ��������� ��� >�!6����� ����������� ������������������ ���� �������� ��>��'
��� ����� �/�� ���� ��� ���� ��� ��� �6�� �� ��>� ������ >�!� ��C�������� ���>��'
-��6�� ��>� �������������� �� ���� ��������* ������ >� ���� ����� �� ��������
��������� ��� ��� ������ �����>�����������' )���� ������ ����� ��� ��������
���������� ������ �� ��� �����>����6��� ��� ����� 6��� ��������'

�� ��� ���� �������� �����<� ��� ��� ������� ��� ��� ������ �/�� ����� >�!� ������
����� �� ���� ��� ���������������� �� ���,�D�� ����� ��� ����� ��� ��� ������ ���
������� ��� ���� ���������� �� 37 ������������ K 7L7'###'###'###'###'###5 ��� ����%
�����' ���� �� �<����� ����� ����� �����!�� ��>� J��������J ����������� ����
���� ��� ���������� ������ ��� ��� �������� ��! ������������' )�������� ������
��>� ������ ��� ���� 6�� ���������� ����� ������������� ���������������� �����%
���������� ��� �������� ��� ��������� ������� ���� �������/��������� �� ����%
������������������ �� �������� �����/��� ���� ��P�������� ������������<%���������'
�� ���6������� �� ��� ��>� ������ �� �� �������� ���� �� ���� �� �������� >����
������� �������� �� ����������� >��� ������ ���6������'
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������ ��� �������� ���� ��������� −�������/ ���6� �� 14,− �� 	���� ���%
������/ �� ��� ���� � ��������� ���� ��� ������ ��� �������/ ������� �� ��� H��� ��
������� ������������* 6��� �������� �� �������� ���������� ��� �/�����' ����
���� ������� �� ��� �������� ���� � ������� �� 788;'  � ���� ����* � ����� ��6
�����%��%���%��� �<����� ����� 6���������� ��� !�� ���� ���������' ��� �/���� ��%
������/ ��������� �� � ��6���� �� ����� ����� ��� ���� ������ �� ���� ��� ����
���� � ������' ���� 6�� �D����� �� ����� ��� ���� ������� �������� �� ���������
�� �4) ��/��� ��� ��������������' ��� ������������ ��� ����������� ������� ��
������ ���� ����� 6��� ��� ���� ���� �� �������� ���� � �������� ������* 6��
��� ��/ ������� �� ��������� �������� 6��� ������ ������/' ��� ���� 6��� ���%
������ 6�� ������ ������� ��� 6���������� 6��� �� �� ����� ���� ��� ����������� ��
H��� ��� ���� ��������� ��������* ������� ����� 6��� �� ������� �� ��������
������� �� �� ��� ���� �� �������� ������/ �� ��� ������� ����������' ,����
��� �����������* ��� ����� �������� 6���������� ��� ���� ��� ��� ���/ ��������
��� ���/ ��H������ �� ������� H��� ��������� �������� ��� ��������� �� ���/����*
�� ���� ��������� ��������* H��� ��������* �������� �� 6�������� �� 1(.14�(*
����������� �� ��������������� ���������� ��� � ������/ �� ������� ��� ��������%
������� �� ����������� �� ����� ������� �� ���� � ��6' �� ����� 6����* ��� �����
�� ������������ ��� �<����� ����� �������� �� ��������/ ��� ������� �� ��� H��� ��
������� ������������� ���/' ���� ��������� �� ���H���� �/ � ���� �� ��� 6����%
6��� ���������� ��� �������H� �����/���� �� �<����� ����� �������� ����/� ��>>��
��������* ������������ �������� ��� N�� ��������� �� � ����������* ����� 0����
����������* ��������������� F���������/ ��� 0 ,�F* ����������� H��� ���������*
���' �� �� ��������� ��������� �� �����>� ���� ��� ������������ ���������� �� ���� 6���
−��������� �������� ��� �����������− ������ ���/ � ����� ���� �� ��� ���������
�� ����� ��������' �� �� ���� ����%�����������/ ����� �� ��� ������I�* 6� �����
�� ���� ���� ������ ���������� �� ������ 6��� ������ �������H� ���������� �� ���
�� ��������' ����/ ������� �� �������� ��� �� ���� �� � �����%����� ����* ������
��I����� �� ���6����� �� ������� ��������'
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�� �� ��/��� ���� ���� ��� �� ��� ���� ��������� �� �� ������ ������/ �� ��� �����
���������/ �� ����������* �������* �������� ��� �<������ �� �����������' ����
�������������� ����� ���� � ����� ����� �� ��������� ��� ������ ����������* ��%
����* H�������* ������� ��� �������H� ������� �� ����� ����������������* ������
���6����* �������� ���� ���D�* ���������� ������������* 4 ��* ���'  ��/ ������
�� ��� ������� ����� �� ����������� ��������* ��� ���� ����� �� ����� ����������
������/' ���� ��� ���� ���� �������� ������ �� ��� ����������� �� ����� ����� ���
���� ������������ ������ ���� ���������� ������� �� ���� ����6���� ������������
�����' ������* ������� ��� �������� ��� ������ ������ �� ���� ���� ���/ ����
��������� �� ���������� ���� 6����� �C����� ���� ������������ 6��� �����������
H����' ���� ��� ����� �������� ������������ ��������� ���� ����� �� ����� ��
� ��6 ��* ��� ���������� �� ������� ����� ��� ������� �� �����%����* ��� �����%
����������� �����/���� �� ��� ��������� ����� 3���� ����� �����������5* �� ����
����������� ��� ����� ����6����' -�6����* ����� �� ���� � ���6����� �������/ ��
������* ������� ��������������� ��I���� ������� ��������� �� �����* �������� ���
�� ���� �� �����%6��� ����������� ��� ������������ ������������ �����'

 � � ����� �� ���� �������������� ��� ��� ����%���������� ������ ��� ������ ����%
6�����* �������� ���������� ��� �������/ ��������� �� ��>� −�������� ��� ����
�����− ��� ��������� �C���� ��� ���� ��� ���������� ����������� �� ������ ���%
����� �������������� �� ��<�%���������� ����%���������� ����������' �� ��������
������ ������� ����� ��� ����� �������/ �������� �/ ���/ ������� �������� �� �����%
���� ������� �� ��� �������� ��� ������� �������������� �/ � ������ ������� ����6�/*
���%����������� ����/� ��� ���� �6�%����������� ����/� ��� ����� ��������� ��
������ ��� ���������� ���� ���D�' �� ��� �������� ��� ������������ ����� ���
�������� ���� �� ���� ��� ����� ������ ���� H��� ��� ���� �������� ������������
��� �������� �����L������� H��� �� ���� ����� ��� ����� �������� �������������' ��
�� ������ ���� ��� ���� ������ �� ������������ ��� ����� ������� H��� ��>�� �� ���
����%���������� ����� ��� �D����� ��%���%�� ������� �� ����� ���� I��� � ����%

=



4������ 7' �����������


���� 7'7� 
���� ��� H��� ����/ ��������� �������� �� ����%���������� ������'

�����* ���� ���� � ������������� ��� ����%�D�����/ ����� �� ���6' ���� �� ���
���� �� ������� ���� �������� �/ ���/ ���������� ����������� �� ��� �����������/
���� ��� ������ ����* ����� ����� ����� �� �� ������������ 6��� ��� ������ 6����
��� � H��� 3����/5 �� ��/ ����� ������������ �����' ��� ��������� ���6��� ���
���� ��� ���� H��� �������� �� � ������� �������� 3�������* ������� �� ���������%
���5 �I����� 6��� ��������� �������* H��� ��� ���� �������� �����* ��� �������/
�����������' ��� ������ ��� ���� �� �������� ��� ����� H��� ��>�� �� ����� �� ����<
��� ��������� ����������' �� H��� 7'7 �� �<����� �� ����� �� � ����%����� ����%
������ ���������� �/���� 6��� ����%����� ������� ������������� ���6��� ����� ��
��� ���� ����� �� �� ���������� ������' ����� ��� �� ����� �� ������ ����%�����
�� ������%6������� �����������'  ����%�������� ������� ������������ ����
������ ���� � ����� ��� ������ ������ ��� ������ 36���� ��� ����� �� � ��������
�������5 �� ��� ������ 6����'  �� ����� ����������� ���� ���� ��������� ���6���
��� �������� ��� ����������� ����� �� ���6��� �6� H��� �� 6������� ����/�' ��
H��� 7'7 ��� ��C����� ������� ������������ ������������ ��� ���6� �� ��� ����
������' �� ������/* ���/ 6��� �� �����/ ��� ��������'

4������/ �� ���� ����������� ������I�� 6���� ��� ����� �� ����������/ ��� ���
���� �� ������ ������� ������� ���� #'7 µ� 3�� "##$5* ��������� ���������� ���
����/ ���������� 6��� ���� ������/' ����� �������� ��� ������� ���� ����������
����� �� ����� ������� ��� ����� ������* ��� ���� �������� ������I�� �� �����%
��. 3��������� ��������� .������5* ����� ��������� ��� 0�	 ' 1���� ���/ ���
������/�� ������ ����� �� �� ���������� ��� ����I��� ���� ����������� �� ��������
�� �������� 6��� ��!������ ������� ��� �������'

:



7'"' �<����� ����� ��������

��� ������� �	
�� 	��	���

 � ����������� ����������� ��� ��� ������/�� ����������� ������I�� ��������� ��
��� ������� �������* �� �<����� ����� ��������' ���� �������������� ���������/ ��
����� �� ��� ���������� ������� �� �������� 6��� ����� ��� ������� �<����� �����
�����' ��� ������%6���� ��� ����������� ����� �� ��� ������� ��� ��� ���� ����
�� ��� �� �����/�� ���� ����������� ���������� ��� �� ���� ����������* ����
����� �������� ���/ ���������� �� �������������� ���������/'
4������/ �� ����%��6�� �������� 2��@ 	 ��� 412 ������ ���� ��� ���� ��� ���
����� ��������* �<����� ������ �/������/ ���� �� ��� �� ����� 7=G%$== ��'  � ����
��������� ������ ���/ 6��� �� ��� �� ��� �� ������� 6���������� ���������� �� �
������ ������� ��������� �� ��� ���� �������/ �/����* ���� �/�� �� ����� �� ���/ ���%
���� ��� ���������� 6��� ������ ��� ���� �������� ������/' ���� �� �� ���������
��� ���� 6��� ��� �������� �������� �� � ���/��� ����� ���� �������� ������� �
��6 ������� ����������/* �<������/ ���� �� ���������� ��� ��� ������/ �� �����%
���������/ ��������� ���� �<����� �����������'
2�<� �� ������%6���� ��� ����������� ����������* �<����� ����� �������� ��� �6� ���/
��������� ���������� ���� ���� �� � ������ ��I� ������/���� ���������/' 
�����/*
�� �� ��� �� ��� ��6 ������I�� ���� �� ������� �� ����������� ���� ��������������
��� ������������ ��������* ������ ���������� ����������� �� ���� ��������������
���� ��� ���� ���/��� �������� ��������' ������* ������/���� ������������ ���
������ ��� �� ������� ��N�6 �� ������ ��/��� �� �����!�� �������� ��� ��� ���� ��
������ �������������� ������� �� ��� ���� �������� �� ��� ������' .���������
����������� �� ���� �������� ��� ��I���� � ����������� �� ��� �� ���� ����%
��I��* ������ ��� �������/ ��� ���� ������< ��� ��� ���� ��������' ,������/*
�<����� ����� �������� �C��� ��� ��I� ��������� ���� �� ��� �� �����/�� ��� ����%
����� � ��� ������ �� � ������������ ����%���������� ����� �� � ���� ����� �� ���
�������/ �������' 4������/ �� ���� ����� ���������������� ������������* ��� ��%
������ ���� �� ��� �� ���� ���������� ������ ������� ��� ��/ ���������/ ��������
��������� �� ���� ����������� ��������/ ���� ��� ������ 3�����5 ���������� ��
��� ������������ �������/'

�<����� ����� �������� �� �����������/ �����/�� �� � ������/ �� ������������� ���%
��������* ���!�� ��>>�� ��������* �������� �� N�� ����������� ��� ���%��%���� �������*
���������� �����/* H��� ��� 6��� ��������� ��� ����� 0���� ���������� �� ����
��� ���� ��������� ����' �� �������� �<����� ������ ��� ���� ��� ��� ���%��������
�������� ����������� �
� ���������* 
���� )���� 	������ 6������ ��� �� �����%
�����/'

 � ��� ����� �� �� �������� 6��� �� 788; �<����� ����� �������� 6�� ����������
� �������� ������I� ��� ������ ��������� 6��� ������ ������/ R7* "S' �� �����
�� ����� ���� ��������� �� ��������� �����/���� �� ��� ������I� 6�� ������ ��
���� ���� �� �������� �� ��� �������� ������� ������� ���� �� ��� ���������'
���� �������� ��� �����/ ������ �� ������ ���� �������� ������ ���� �/�����
�������������� ��������� 6���� ������� ����� ��� H��� ���� ������ ���������'
���� ����������� ��� ���� ��� ������ ��� �� �������� 6���'
 ������ ��������� ��� ���� ��� ��������� �� �<����� ����� �������� ��� �����������
�� �����������' ��� ��I���� ������� ������ H���� 3(., �������� Y λ/10 ��
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#'7 µ�5 �� � ������������ ��������� ��� � ������I� ���� �� ��������� �� �����>�
�������� 6��� �/����� ������ ��>�� �� ������� �� ��� ������� ����������' �� 788;
��� �����/���� �� ����� �������� ��� ����������� ����������� ��� ���� ������ �������
��� ����/ �������� ������< ���� �������� �� ����%�������� ��N�6 ���������
R$* &* =* :S' .��� ������ ������I�� �C�� ���� ��� ���� ��������� �����������
����� �� ������� ����* ��I������� �� ���/ ������������� ������� ���%�� ��� ������
����������� �� ��� ����� �� ����������� ���� ��� �� ���� RG* ;* 8S' �� ����� 6����*
��� ����H�� �� � ����� ��� N�<���� ������/���� ������I� ���� ����� �������� �C���
�� �������������� ������������* ��� ������/ ���� 6��� ���������� ������� ���� ��
�� ����������' ��� ������ �������� ������I� ��������� �� ��� �����6��� �� ��
�������� �������� 6���* ����� ���� �� ��� ������� �� ����� ������/����� �� �� ���/
N�<���� �� ����� �� ���� �����* ������ ��� ���������� �� � ���� ����� �� ������ ���
���/ � ���/ ����� ���%� �� ��I����'

�� ,�	���� �������

���� 6��� �������� �� ��� ���� �����' �� ������� " ��� ��/����� ��������� ���������
�<����� ����� �������� �� ���/���� ��� ��������' �������� �� �� �� ������������
��� ��N���� �� ������� ����� ��� �������� ������� �� ��� �������� ��������* ��
��� ��� ���� ����� ��� ����� ����' 4������ $ ����� 6��� ��� �������� ������� ��
��� ��� ������� ����� �� � �������������� ������I�� �<����� ����� ��� ����
�������/ ���������/* ��/ ���������� �� ������� �������� �� ���������� ���/���� ���
������������ �� �<����� ����� ��������' ��� ������� H������ 6��� ���� ������/��
���������� ���� ���� ���� ��������� �� �����* 	���� ���������/' ��� ����� ����
3������� &* = ��� :5 6��� ���� �� �6� ��������� �������������� ������������ 6����
�<����� ����� �������� 6�� ������� ���������/' 4������ & ��� : ����������� ��
����� ������� ����������� ��� ��� ��������� �� ����� ������������ ���������� ���
������ ���� H��� �������* 6���� ������� & �������� � �����H� H��� ���������
������� ���� ��� ���� ��� ��� ����������� � "%� ������� ������� H��� ���������'
	������ ���������� ��� �������� �� ������� G'

��% $�
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F' 2�������* -' 1��������* �' ��� ����� ��� (' )����* V
��<���� ����������� ��
����������� �� ���/��� ��/��� 6��� �<����� ����� ��������W*  ���' ,��' ,�' �+6*
7=8 3"##"5'

@' .������* F' 4����6����* �' ,6�����* F' 2�������* (' )����* �' ��� ,��/%
������* .' ����I���* -' ���  ���* �' �������< ��� �' ,������* V.��������������
�� ���/�������� 6��� ������W* ���/�' ���' ��* 77G" 3"##"5'

F' 4����6����* @' .������* 0' )�����* F' 2�������* �' ��� �����* (' )����* -'
	������ ��� �' ,������* V�<����� ����� ������ ���������� �� ���/����� �������W*
 ���' ,��' ,�' �+6* "7; 3"##"5'
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@' .������* F' 4����6����* F' 2�������* �' ��� �����* (' )���� ��� �' ,������*
V4��������� ���������� �� ����������� �� ����� �������W* .��' ,�' Z ���' 4 ��*
$&7 3"##$5'

F' 2�������* -' 1��������* (' )����* �' ��� ����� ��� -' ���������* V������%
6������ �� ����������� �� ���/��������� 6��� �<����� ����� ��������W*  ���' 1��'
 �* :$&8 3"##$5'

��� �����6��� ������ ���� ���� ��������� �� ������������� ������������

F' 2�������* ,' )����*  ' ��� -���* �' 4��������* ,' �����/��* -' 1��������*
0' ���6���������* �' ��� ����� ��� (' )����* V�<����� ����� ������� �%������
��������� ������� ��� ������� H��� ����/�W* 0�1, )����< ,/������* .���*
)�����* ����' �,)2 "%8:##"":%#%" * 7;G 378885'

F' 2�������*  ' ��� -���* �' 4��������* ,' �����/��* -* 1��������* 0' ���%
6���������* (' )���� ��� �' ��� �����* V
���������� �� ������������ 6��� �<�����
����� �������� ������I�� ��� ������� H��� ����/ ��������� �������W* �� 0����  �%
���������� �� .�������������� ��� 1������������� .���������� �* ,�� Q���* �, *
����' ,��� ����* $#8 3"###5'

 ' ��� -���* Q' -���* F' 2�������* )' ������* (' )���� ��� �' ��� �����* V.�
���������� ��� �4,�0 ����� ��� �������� ������� ����������������W* �� 1�������%
������ ������������� ���M ��������� ��������� ��� ����������� ��* ,�� Q���* �, *
����' ,��� ����* 7$& 3"###5'

�' 4��������* (' )���������*  ' ��� -���* F' 2�������* Q' ����/�* 0' ���%
6���������* �' ��� �����* �' .������* ��� (' )����* V,������� ������� ;=#��
(40��J� ��� ����� ���� 3:$L7"=��5 ������� ������� H���� ��� ������� ���� ���%
���������W* �� 0����%�������� ������� (�������* .���������� ���  �����������
��* ,�� Q���* �, * ����' ,��� ����* 7:# 3"###5'

�' 4��������*  ' ��� -���* F' 2�������* 0' ���6���������* �' ��� ����� ��� ('
)����* V
���������� �� � "� ��������� ��� ������� � &<; ����/ �� ����� ��������
������� ������� H��� 3 77GL7"= �5 �� .40�� �� �4,�0 ����/�W* �� =#�� ����������
4��������� Z ���������/ 4���������* 0�� �����* �, * ����'* 7"$: 3"###5'

F' 2�������*  ' ��� -���* �' 4��������* ,' �����/��* �' ��� ����� ��� (' )����*
V.���������� ����������� 6��� �<����� ����� �������� ������I�� ��� ������� H���
����/ ��������� �������W* �� 
���� ������������� ,/������ �� 0���� ���������
.���������������* 1��/�* Q����* ����' ,���  +66* $"G 3"###5'

F' 2�������* �' ��� ����� ��� (' )����* V.�������� ����������� �� �.. 6���
�������� �<����� ����� �������� ������I��W* �� 0�1, )����< ,/������* �����*
2����������* ����' �,)2 8#8#7&":#:* 88 3"###5'

�' 4��������* F' 2������� ��� (' )����* V4��������� ��� �������� ������� ���������
���� "<; ����/� �� �������� ����� �������� 37"=�5 ������� ������� H����W* ��
������� 1������ 
���� ����� "##7*  ��������* 2����������* ����' �,)2 $%8#=#;&%
:G%;* 7&G 3"##75'
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F' 2�������* �' ��� ����� ��� (' )����* V0����%��������%����� ������I� ��� N�<�%
��� ����������� �� ����������� �� ���/��� ���������W* �� ,����� ������������� ,/�%
����� �� 0���� ��������� .���������������* ,��������* ����' ,���   �(* 7"&
3"##75'

-' 1��������* � ��������* )' ����������* �' )�����* Q' 0��������* Q' ,��6����*  '
-�������* F' 2�������* �' �����������C ��� -' ���������* V.�������� ����/� �����%
����� �/ ���� ����������/ 6��� ������� ��� ����� ����������>�����W* �� .����% ���
2���%������ ��� 1������ ��������������� ��� ����������� ����������* ,�� �����*
�, * ����' ,���   ��* "G" 3"##75'

F' 2�������* �' ��� ����� ��� (' )����* [�<����� ����� �������� ����� ���������
����������� ��� ������� H��� ������� �������[* �� 0���� .������������� ��� 1�%
������������ ������ 
����������* )����* )�����* ����' ,���  � �* 7$$ 3"##"5'

F' 2�������* �' ��� ����� ��� (' )����* V�<����� ����� �������� ����� ���������
����������� �� ���/��� ���������W* 0�1,  ���� .������* 	�����6* ,�������* ����'
�,,2 7#8"%;#;7 * :== 3"##"5'

��� �����6��� ����� 6�� ��������� �� � �/������ 6����� ������������

F' 2�������* �' ��� ����� ��� (' )����* V
��<���� ����������� �� ����������� ��
���/���� 6��� �<����� ����� ��������W* "�� ��� ,/������* 	���* )�����* "##7

���� ������������ 6�� �6����� ��� ����� V������� ��������������!�W'

�� ��� �����<� �� ���� 6���* ��� �����6��� ������ ����������� ��� ���� H����

Q' �����* F' 2�������* (')���� ��� �' ��� �����* V1������ H��� ��������W* �4�%
	)"##$%##":G7'
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R7S �' -����/ ��� �' (���/* V
���������� ������I�� ��� ����� �����������
�� ������ ����� ������������� �������� ��� ������� ���� �<����� �����
���!������W �� .������������� ��� .��������������� ������� ���������/ ���*
 ����* �, * ����' ,��� ���� 3788G5'

R"S �' (���/* �' -����/* �' ������ ��� 2' (�>��* V�<����� ����� ���������� ��
����� ��� ���� H��� ��� ���� ������/ ���������W* �� .�������������� ���������
��� 0���� ����������* ,��������* ����' ,��� ��6 3788G5'

R$S T' ����* Q' 0���� ��� (' (������* V(���� ����������� �� ��C������� �������
�������� �/ �� �� �����%����� �<����� ����� ��������W*  ���' 1��' �(* &::#
3788G5'

R&S (' .��>* -' ����� ��� 	' �������* V0����%������ ��/ ������� �� ����������
��� �����������W*  ���' ��/�'  (�* $&8 3788G5'

R=S ,' .������� ��� ,' 0�>���* V
���������� �� ���������� ��������� ����/� �/
�<����� ����� �������� �� �������� ��N��W*  ���' 1��' ��* :"77 3788$5'

R:S ,' 0�>���* Q' 0���>* Q'%.' �����* .' F����* ,' F���� ��� �' 4�����* V.�%
��������� ���������� �/ ���������� �<����� ����� ����������� �� ���/3����/�
�������/����5 �����6�� �/ ��/���� ��C����*  ���' 1��' ��* &&G7 3788:5'

RGS .' ������* @' F������ ��� 	' F����* V.���������� ��� ��������� ����/�
������ �� � ����� ����� �/ �� �� � 412 �����W*  ���' 1��' �'* :"G 3788;5'

R;S �' Q�����* F' ������* 2' 2�������� ��� .' 2�������* V0���� ��������
������� �� ������� ������� ���������� ��� ����� �������W*  ��� 1��' �6* $$$;
378885'

R8S 
' )�������* Q' ��������* F' 0���� ��� Q' ����* V.�������� ����/� ���������
�/ �� ����� ����������� �� ����� �.. W*  ���' ��/�'  (6* G#8 378885'
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���� � ����� ���� 6��� ��������/ I0 ���� � �������� ������ 3H��� "'75* ��� ����
�� ��� ���� 6���� �� ��� ��N����� 6��� �� ��!��� �� ���������� ������ ��� ������
�� �� �����������' ��� ���������� ��� ��� �� ������ ������� �� ��� ��������/
�� ��� ���� ��� 6��� �� ������������ �� In ��� � �%������ ���������� �������'
.������������/* ��� �������� �� ��������/ ������ ��� ����� ��� �� 6������ ��

dI(x)
dx

= −(α(1)I(x) + α(2)I2(x) + α(3)I3(x) + ...)

�� 6���� 6� ������ ���� ������� ���������� ���������� ��� �������' 
�� ��6
����� �� I* ������ ����� ����� ��� �� ��������� ��� �� �� �D����� �� ��������
7%������ ���������� ���/� α(1) = α' �� ���� ���� ��� ����� ����� �� ��������
����� �I��� αI(x) ��� ��� ���� ��������/ ��������� �<����������/ ��������� ��

I(x) = I0e
−αx

�4����� ��� �� ������	��� 3�

 ��� �� ����� ���� ��������

7$



4������ "' �� ����� �������� �� ���/��� ���������


���� "'7� ����������� �� � ����� ���� ������ ������'

�������� λ Rµ�S α(1) �� α(2) �������

�� 0.193 α(1) = 4.5 × 105 ��−1 ���� R"* $S

�.. #'78$ α(1) = 4.5 × 103 ��−1 ���� R&S
#'"&; α(1) = 5 × 102 ��−1 ���� R&S

,�12 #'":& α(1) < 0.02 ��−1 -����� �������
α(2) = 1.7 × 10−11 �−1�� I���> R=S

4 #'"&; α(1) = 9 × 105 ��−1 ��������� ��� α =
4πk/λ

	� � #'"&; α(1) = 1.9 × 106 ��−1 ��������� ��� α =
4πk/λ

����� "'7� ���������� ���D������ ��� ������ ��������� �� ���� ��������� 6���%
�������* ������� �� $## F'

6��� �� ���6� �� ��� )���%0������ ��6' α �� ������ ��� ���������� ���D�����
3��−15 6���� α−1 �� ������H�� 6��� ��� �������������� ����������� �����' α ��� ��
������� �� ��� ������< ���������� ����< �� ��� �������� nc = n− jk ��� α = 4πk/λ'
�� ���� ��� ��������� ������� 3��������� �� � ���%��������� ��/�������� �������*
������� �� ��6%��������� �.. * ���'5 ��� �� ������H�� �� ��� �����* α �� �����
�������� �/ α = σN 6���� σ �� ��� ���������� �����%������� ��� �������� 3��25
��� 2 ��� �������� ������������� 3��−35' �'�' F����� ������� �� ����������
α = 4.2 × 105 ��−1 �� 78$ �� R7S ������������� �� � ����������� ����� �� "$ ��
��� k = 0.645' �� ���������� �� F����� �� ����� �/ 6���%��H��� �������� �����
������ ������������' ����� ���������� �����%������� σ ��� ������/ N ��� �� ��%
������� �� 4.8 × 10−17 ��2 ��� 8.7 × 1021 ��−3' ��� ���������� ���D������ ��
������ ��������� �� ���� �� 6���������� ��� ����� �� ����� "'7'
�� ��� ������������ �����* α �� ������ �� �� ����������� �� ��������/' ,������/
�������� ���� �� ���/ ����� 6����� � ������� ����� �� ����� ��� I' �'�' ���������� ��
������ �� ����/ ����������� �/ ����� ������� ��� ������������ ����� �� I* �������

7&



"'7' 0���� ���������� �� ������

�� ������� �� ��� ����� ������/ ��� ������ ���������' �� ��� ����� ���������
��N���� α'  ������ �<����� ��� �� ���� �� ������� ���������� �� �C��� �����
�������� �� �� J���������J ��� ���� �� �� � ���������� �������� �� ��� ���������
���%�<����� ��������� �� ���� I'
�� ����� ���� ��� ���� 6� ���/ �������� ��� ������H�� ���� �� 7%������ ������%
����* 6������ ����� �������� �� �/������/ ��� ����� �� ��� ����������� ���6��� ����%
��������/ ����� ����� ��� � �������� ������' ��� ������ ��� ���� ������� ������%
������� �� ���� ����� �������� �� ����/ ���/ �����/�� ��� ��������� 6��� ���/ �����
����� �� ��� ������%������ α 3\7#4 ��−15 �� ��� ����� 6���������' �� ���� ����
α(1)I >> α(2)I2'  � ��� �<����� 6���������� 3λ ���6��� 7=G ��� $== ��5 ��
�<������� ����� �� ���� ��� ��/�������� ��������� ��� �� ,�12 ��� 4�
2 ����
��� �����/ ������������ �� ����� 6����������'  ��������� �� ����� ��������� ���/
����� 6��� ��� ��������/ �� �D����� �� �������� �6�%������ ���������'  ������
�<����� �� ���������� ���������� �� ���/�����N�����/���� 3��
�5* � ���/���
���� ������� ���/ ������ �� λ \ "## �� ��� ���/ ������� �������/ ��� � "%������
������� ���� ��������� ����� ����� R:S'

 ������ α �� �� ��������� ��������� �� ����������� ��6 �������/ � ��������
������� ����� �����������* ������� ������� ���� �� ��� ����������' 
��� H��� "'7
�� ��� �� ���� ���� ���� �� ��� �������� ��������� �� ��N����� �� ��� ���%����� ���������
��� 6��� ����� �� ��������� ��� ����������' �� � ���� �� �������� �� ����������* ���
���������� �� ��H��� ��

A = 1 −R− T

6��� R ��� T �����������/ ��� ��N����� ��� ����������� ������� �� ��� ����' 
��
�D������/ ���� ���������� T ��� �� ���������'

���� "'" ���������� ��� �/����� ���������� ��� ���� �������� �/���' 2��� ��� ��6
���������� �� ������ ��� ��������� �� ��� ������� �� �( �� �� �����������/ ����
��N������ �� ����� ���������� ��� ���� ������������ �� ��/�������� ���������'

�����  ����#	
�� #�������� 
� �����
� ���
�

��� ���������� ���D����� �� ��� ��� ����������� �������� �� ��� ��������� ����%
������ �� � ��������' ��� �<��� ���������� �������� �� ��� ����� ��������� ��������
�� ��� ����� ��� ���������� �/ ��� ����� �� ��� �������� ����� ��� ��� ��������'
�� ��� �����6��� �������� 6� 6��� ���� �� ������� ����� �� ���� ����� �� ������ ��%
����� ���/��� ���������' 1���� �/��� �� ������* ������������� ��� ���������
��� ����N/ ������� �� "'$'

��� �������� �� ������� �������� �� ��������� ��� �� ��������� �/ ��� �����6���
�������� �����'  ���� ��� �������� ��� ������ ��������������� ���������* ��
���/ �� ������� �������� 6����������'  � ��� ��������� 6��� ������� �����������
���6��� �����/ ������ �� � �������* �� �� ����H���� �� ��������� ��� 6���������
�� ��� �������� ����� 6��� � �������� ������ �����/ 3H��� "'$5' ��� ��C�����
�����/ ������ ���� ���� 6����� � ������� ��� ���������� �� H��� "'&' ��� �����
����� �� ����� ���������� �� ��C����� ���������� ���H�������� �� ������' ��� ����
������ ���H������� �� ������ ��� ����� ����� �������� ���H������� 3,05 ��� ���

7=



4������ "' �� ����� �������� �� ���/��� ���������


���� "'"� �/����� ���������� ����� 3������ -' -����* V,�����6���>�� �����W*
)'	' ������ ,�������5'  ���/��� ���������� ���� ��� ���� ����� �� ��������
��� �������6'


���� "'$� ���������� ����� ������ �����/'

7:



"'7' 0���� ���������� �� ������

��� ��6��� �����/' 4������ ������� ��� ���� �������� �� ������ ������������/
���L�� �������������/ �<����� ��������� �� ��� ������ �����/�

• ������� ������������� �� ���� �� ��� T%��/ 6���������� ��� �<���� ��%
����� ��������� �� ������ ���� ��� ��������� ����� �� ������ �!����� ���� ���
�������'

• ������� ��� �� ������� ��� ���� ��������� �� ������� ������ �����/ ��������
6��� ������������ �� ����� ���� ����������/' ���� ����� ���� ���/ �������%
������� �� �������%������� �<��������� ��� �������� 6��� � ������ �� ��������'
��� ���������� ���� ��� ����� �� �� �<����� ���������� ����� ����� �����/
�������������/* 6����� ��� ������ ����� ����� ���� �� ������� /�� 3
�����%
4����� ����������5'

• �������� ������� ��� �����/ �<���� ��������� �� ��� �� ��� ���/ �����������
������ 6����� ��� ���� ���������� �����' ��� ��6 ������ �����/ �� ��� �D�����
��� ���������� �<��������'

• (�������� �� ��� �����6��� ������ �� ���� ���� ��������� ���� �������� ����%
�����'  ������ �� ������ �<���� ���������� ��/����* �� ��� ���� ��������
�� �� �����������/ �<�����' ����� �<��������� ��� ��� ����������� �� H��� "'&
�� ����� �� ������� �� ���������� ������ ���6��� ��� ����������� �<�����
������'

2��� ���� ���������� ����������� ��� ����/ ����������� �/ ���������� �����������
��� ���������� �<��������'  ����� �������6 �� ���� ����������� �<��������� �� �����
�� H��� "'=' �<��������� 6��� �( 6���� ��� ������ ��� ����� �� ���� 6��� ��� 6���
��� �� �������� ����'

��� �� �<��������� �� ������� �������� ��� �� ������H�� 6��� ���� ��������� ����%
������ ����������� �� ��� �������� �����' 1� ��� ���/ �������� �<��������� 3σ → σ∗*
π → σ∗* n → σ∗* σ → π∗* π → π∗* n → π∗5* ���/ ��� ����������� n → π∗ ���
π → π∗ ��� �� ��������� 6��� �� ��� ������� �����' ���� �� ���������� �� H��� "':
��� ���������/��' ��� ����� �<��������� 3��������� � σ �� σ∗ �������5 ���� ������
�������� ��/��� ��' π%������� �� 6����� ���� σ%������� ��� ��������/ ����� �� �
��������� �� � ����� �� ������ ���� ����� ���/ 7 σ%������� �� ����6�� ��� ��������
����' ��� 6����� ����� �� � ������ �����I���� �� ��� ������� ������� ������� ��
��� �������� ������ �������� ������� ��� �������� �������' ���� �������/ �� σ �����
6���� �������/ ������� �� ��� ����������� ���������' �� �� ��� ������ ������� π
��������� ��� ���� ������>�� ��� ��� �� ���� �����/ ��������� �/ �� �<������ ��������
H���'
��� ��������� ����� �� �� ������� ������� 6���� �<����� ��� �������������� ��%
������� �������� �� ��� �� ��� ������� �������* ��� ������ ������������' ���/
������� ��������� 6���� ��� �� �����/ ����� �/ ��� �������� �. 6���' ,��� �/�����
������������ ��� ����� ������������� �� ���������� ����� ��� ����� �<��������
���D������ ε 3����−1��−15 ��� ����� �� ����� "'"' ��� �<�������� ���D����� ��

�-5 �6�������� ������� ���� ��� ��
���
� ��� � ��� ��"�
� ������7 ����	3��� �� ����	������
3�

 ���� "
����
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4������ "' �� ����� �������� �� ���/��� ���������


���� "'&� �����/ ������ �� � �������'

������� �� ��� ���������� ���D����� ��� ε = 0.434α/M 6��� M ��� �������/ �� ���
����������� �� � ������� 3���L�5 ��� α �<������� �� ��−1' ���� ��� ������/ ρ
3�L��35 ��� �������� 6�����m 3�L���5 �� ��� ������� ����/��� ��� �����������
�� ���6�* ��� �������/ ��� �� ��������� �� ρ/m'

��� ����� �� ��� ����� ����� ��� �� ����������� �� �������� 6���������� �� ������
�� ���������� ����� 6��� � ������� 6���� �� �� ��� ���/ ����������� �����������
��� ���������� ������ ������������ ����� ��� ����� ��� �<����� ���������� ������'
2��� ���� ����� ����� ��������/ ����� �� ������ 6���������� �� ��� π%�/���� ��
�<������ �� ��� ����������� ���� ������� ����� 3�� ������5 ����� �� �������� ������*
���������� �/ ������ �����' ���� �������� �� ������ ���!������ ��� �� �����������
��� ��������>��� ��� ��������� ���� ���� �� ��� π ��������'  ������ ����������� ��
���� ��� n → π∗ ���������� ����� 6��� � ������� ����������/ 3��6�� ����������5
���� π → π∗' ��� ������� ���� ��N���� ���� ����������/ ��� I��� ������< ���
������ ��� ����� �� ���� 6���' -�6����* ��� ������ ������ �� ��� ������� ���6���
��� �������� �������� �� ��� ����������' n ��� π∗ �����/ ���6 �� �������* �������/
�� π ��� π∗'  � � �����I���� ��� π → π∗ ���������� �� ��� ���� �����/ ���� ���
��� ��������� � n �������'

��� 2��	�	��� ����

�
 �� ��	��� ����	

�� ��� ������� �������� �� 6�� ���6� ��6 ��������� ��� �� �������� �� �<�����
������ �� �� ���������� �� �� �������' �� ������� ��� �<����� ���������� �����
6��� �� ����������� �/ �� ���������� ����������� �<��������' 
��� ���� ����� ���
�������� 6��� ������/ ����< �� ��� �������� ����� ����� 6����� ��� ���� ����������
����� �� ���������� �� H��� "'G' 1������ �������� ���������� �� ���/ ����� 3���
�� ���/����5 ���6 � ���� ������/ �� ����������� ��� ���������� ������* ������������

7;



"'"' (���<����� ��������� �� ������� �����


���� "'=� �( ������� �� ���� ��������� �������� ���� �<��������� 3����������
�� ��� �������5'


���� "':� .������� ������� ������� ��� ���������/��'
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4������ "' �� ����� �������� �� ���/��� ���������

����� "'"� ���������� �/��� ��� ������������� λ ����� �� ��� �� ��� ���� ����%
��������' ε �� ��� ����� �����������/ �� �<�������� ���D�����'

����� ����<����� �� � ���� ����� �� ���� �� �� �� ��' �� ��������* ������������ 6��� ���
����������� �������� 3�������* ���������� ����������5 ��� ������� ��� �����������
����<����� ����'
�� � ������ ����� ��� ���������� ����� 6��� ����< �� ��� ����� �����'  �����
�������6 �� ���� ��������� ����<����� ���������� �� ����� ����6'

)�%��������

���� ����<����� ������� �� ����������� �/ ��� �������� �� � ������'  � ��� �����
���������� ����� ������� ���/ ����������� ������* ��� �������� ��� ���� �������
����� �� ��C����� 6����������' ��� �������� ���������� 6��� ���� ��������� ����/
��� �� ��������� �� ��� ����� �� ��'

�&��&��������

���� ����<����� ����� ����� ���6��� � ������� ��� � ������� �����* ��� ���������
����/ �� ������ ���������������' �� �� � ��������� ���������� �� ����� �� � ������ ��
�������� ���� ����������/ ��������' ���������* ��� ���������� ��� � ��6 ����������/
��� 6��� ��� ������ � ���� �������� �� ��� ����� �� �� ��� ������'

������
� ���������

��� ���� ���%��������� ����/ ��������� ��� �<����� ���������� ����� ��� ����< �� ���
����� ����� 6��� ��� ���� ���� ����������/* �� 6��� � ��� ������ �����������
�<�������� �����'  ���� �������� ���������� ����� �� ����� ����<����� �� ��� �����
����������� �����'
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"'$'  ��������� ��� ����<����� �� ����� ���������

��������� ������

���� ������� ��� ��������/ � ��6 ����������/ �� �� �������� � �������/ ���������
������ �� ���� ����������/' ,����* �� ��� �� ������� 6��� � �������� �����/ ����� ��
��� ������� �� �����/ ���������� 6��� ��� �����/ �� � ������� �������� �����'  ����
������/���� �������� ����� 6��� �� � ����� ����<����� �� ��� ����� ����������� �����
�� ��� �<����� �������' 
��� �����* ������ ��������������� �� �<������ ����������
��� ���� �����'

�&����&����
� ��
�����

���� ����<����� ��������� 6��� ���������/ ������ ��� ������� �������' �/����� ��%
������� ��� �����������������* ������/������� ��� �����%������ ��������%��������'
�� ���� �� ����������������� ��� ������� 6��� ������������ �� �6� ����� ��� ���
�������� ��� �� 6������ ���

AB + hυ → A+B

�	����
� ���������

�� ���� ���� ��� �<����� �������� �������� ����� �����/ �� ����� ������� 6���� ���/
����< �� ��� ����� �����' ���� �/�� �� ���������� ��� ���� ����� 6��� ��� �������
�� � �������� �� �������� ��� ������������ ��� ������ �� � ������� ��� �����/
�������� �� ��� ������� �� ��������'

��� ���������� ����<����� ����6�/ 6��� ��� �������� �������� 6��� �������� ��� ����/
�������' ����� �������� ���/���� 6��� ��� �����/ ����< ��� N��������� �� �������%
�������� RG* ;S* �� ������ ��� � ������������� �������� ��� �������� ����������' ��
��� H��� ���� ����������������� R;* 8S 6��� ���� �����* ������� �� ��� ��%������ J����
��������J �������' ��� ����� ����������/ �� �������� ���������� R7* ;* 8* 7#* 77* 7"* 7$S'
���� ����� ���� ��� ���������� �����/ �� �������� �� ����������� �����/ ��� ���
������ �� ���� ����������' �� R;S ��������� ��� ������������������ ��� ��������
���������� ��� ��������� �����������/ τDC K 7 �� ��� τIC K $; �� ��� ���/�����'
 � ������� ������������� ����/ ���� �� $= �� 6�� ������� ��� ��� �<����� ������
�� ���/����� �� R7&S ' ,������ �� ��� R;S ������ ��� �.. τDC K #'"= �� ���
τIC K #'#= ��' 
�� ���� ���/���� �������� ���������� ��� �� ���������� ��� ����
����<����� ���������'

�� #�
����� 	�� ���	�	��� �� ���� �	����	�



�� ������������ 6� ������ ���� ����N/ �<�������� ��� ����<����� ��������� ��
���%������� ���������'

���
�

.����� ���� � ������� ���� 6���� �� ��������/ H���� 6��� ��������� 3H��� "';5' ���
������ ������ �� � ���� �� ���� ��������� ��� 6��� ��������/ ������� �� �� ��������
�. 6��� �/ ������ �����������* ��� �������� ���� ��N������' �'�'  � ��N����
8;'& O �� ==# ��' ��� ������ ���������� ��������� ��C��� ��������� �� ���
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���� "'G� (���<����� ��������� ���� ���������� �<����� ������'

6��������� �� ��� �������� ���������� ��������� ����������� ������ ��� ��� ������
���������� ��6� �� ���� �� ��� ��������� ���������� ����������� ����� ���/��� �
���� 6��� ��� ������ �����/ �<����� ��� �������* �/������/ �� �� 6����������'
��������� ����������� ��� ���/ ���� ��6���� ������ ������* ��������� ��� �����/
�� ��� �������� ������� 6��� ��������� ��� ����� �� ��������� ���� ��� ������������
�( 6���������� ���/ �C��� ��������� ���/ ����� �� ��� 
���� �����/ �� ��6 ������%
�����' �'�' �� ��� 412 ����� 6��������� �� 7#': µ�* ��� ������ �����/ �� 0.12 ��
��� ��� ��� ������� ���� ��� 
���� �����/ �� � �����* �/������/ ������� ��������
�����'  � �������� ����������� ��� ��������� 6��� ����/ ������ ��������� �� �

����%����� �����������' 4����I����/* � ������ ����� �� �������� �����/ ������
��� �������� 6��� �( �������' ��� ��6 ������ �����/ ��6����* 6��� �����/ �� ����
�� ����������� ����� �����/ ������ ����� �� ��� 
���� �����/'
 � �� 6���������� ��������� ��� �� �!����� ���� ��� ����� ����� �� ������� ���
���� �������� ���������� �� ��� 6��� ������� �� ��� �����* �/������/ & �� = ��'
��������� ���� �� ��� ����� ��� ������ ������ �����/ �<����� ��� 6��� ���������
����� �<���� �����/ �/ ��������%�������� ��� ��������%������ ����������'  � ���
��������� ��� �����/ ������ �� ������� �I������� ���� 6��� ��� �������* �� ��
�������� ���� ����� ������� �� ����� ������� ��� �������� ���������� ���� ���
������� ����������' ���� ��������� ��� ���� �� ����������� �� ��� ��������� ���
��� �� �������� 6��� ��������� ����� �����' �/����� ����� ��� α �� ��� �� ������
��� �� ��� ����� �� 7#6 ��−1'
��� ��������� ������� �����/ �� ��� ��������� �� ����������� �� ��� ������� �� ����
������ �� �� ��� ��������%������ ����������* �������� �� ������������ ��������� ��
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"'$'  ��������� ��� ����<����� �� ����� ���������


���� "';� )��� ������� ��� ������* ������������� ��� ���������'

��� ����������' 
�� ���� ����� 3������ ���� � ��6 ��5 ������� ����� ����� ���
���� ��� ��� ��� ����� ���������� ��� ������� �� ���������� ���������'

��%�
��� 
�� �������%����

��������� ���6 � 6��� ���������� �������* �/������/ ����� =%: ��'  ��������� ���
���� �� �( �� �� �<�������� �� ����� ���������� �� ��� ��/����'  � �� 6����������
�����/ ��������� ����������� 3���%������>�� ����������5* �<������� ���������� 3�����
�� �bandgap5 ��� ��� �������� �� ��������� ��� ������� 3������>�� ����������5 ���
����������� ��� ����������' ��� ������ ��� ������/ ������������� �� ����������
�/ ��� ����������� ������� ��� ��������� ������/'
�� ������� ��� ������� �� ������ ���� ��� ������ �����/* 6��� �/����� �������
����� ���6��� G ��� 77 ��' ���� ����� ���� ����%������ ���������� �� ��I����
��� ��������� �����������' 1�� �� ��� ���� �������� ��������� �� ,�12* �������/
�������� �� �� ���� I���>' ��� ������� �� ���� �������� �� 8'7 ��* ��I�����
� ������ 6��������� �� 7$: ��' ,��� ���/ �������� ���������� ����� ��� ��
�������� ���6��� & ��� G �� �� �� ������������ ��� �������' �/����� 7%������
���������� ����� ��� #'##7%#'#" ��−1 �� ":& ��* 6���� "%������ ����������� ���
�� ��������� �� 1.7 × 10−11 ���−1 R=S' ,����� �� ����������� ��� ��������
���������� ������� ��� ���������� ������ �� ��� ��/���� �����<* ������� �� ��������
����������'

,������������ ���� � ����������� ������� �� ���� �� �� �������� �� ������ �
��� ������� �������� �/������/ �� ��� ����� �� 7 ��' �( ������� 3λ > 3 µ�5 ���
��������/ ��� ��������� ����� �� ���� ��������� �����������* �� �� ������� ���
���� �� �������/ ������� 7%������ ��������� ����������' -��� ���������� ���D������
3∼7#6 ��−15 ��� �������� �� ��� ������� ��� �� ������'

4������� �� ������* ��� ���������� �����/ ����� �� �� ���� ������>�� �� �����
���������' ,����* ��� ��� ���� ���� ���� �� ��� �����/ �� ����� I����/ �����������
���� ������� �����/'
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��% !��
�� ������� �	
�� 	��	��� � ������


�� ���� ������� 6� 6��� ����� ��� ��������� �� ��� ���� �� ���/��� �������� 6���
����� �<����� ������' ���� ���������� �� �/ ��� ��� �� ��� ���� ������ ��!����
�� ��������� ������� �� ����� ��������' ���� ���� �� ����� �� ��� ���� �<��������/
������ ���� �<����� ������ ��� ������� �� ��������� ���������� ���/���� 6���
���� ������/ ��� 6��� ������ ������ �� ��� ��������� ��������'
2�<� �� �<������* I��� ���� ����� ����� ������ ��� ��� ��� �������� �������� ��
��������� ������������ �( ������ �� 412 ��� 2��@ 	 ��� �������/ �����/��
��� ���������� ������ ��� ��������' 1� �������� �����* �������� ������������ ��
����������� ����� �������� ��� ����� �<������'  � �� ��������� ��������� �� �����
������I�� �� �� �� ��� ����� �� ���� 6���* 6� ����� ��� ���������� ������ �� ���������
�� ���� �����'

��'�� ������������
��� �����
#	
�� �� ����� ����	
��

���� �� �. 6��� ������ ���I� ��������* ���� �� ��� ��������� 6��� �� ��������
��� ����������� �� ���������� �<��������� �� ��������� �� ��� ������� ���������'  �%
����� � 7%������ ���������� �������* ��� ���� ��������/ 6��� ���� �<����������/
����� ��� ����������� �<�� ��������� �� ��� )���%0������ ��6 3��� "'75' ��� ��%
������ �����/ ��� ��� ����� �� ��� �������� ������/ �I��� αI(x)' 
�� �D������/
���� ����� �� α* ���� �����/ �� ��������/ ���H��� �� � ���/ ���� ��/�� ������� ���
������' ���� ��� ���� N���� �� ���������* �� �� �������� ���� ��� ��������� ��%
���/ 6��� �I�� �� ������ ��� ����� ��I���� ��� �������������'  ������ ����
α ������� �������� �������� ��� ��� ����� �� �����������* ��� ������� ����� ��
�����/ �� �������� �� ��� �������� ��������� 6���� ��� ��������/ �� ��<����'  �
� �����I����* ��� ������������� 6��� ����� �����' 
�� � ����� �������� ����� ���
������� �����* ���� ������������ ������� 6��� ���� �� � ���/ ����� ���� ����� ��
��� ����� �� ��'  � ��� ��������� ����� �� ��� ����������� ������� −����������
�����/ ������ ����������− �� � ������� �� ��� �������� �����* ��� ����������
�������� 6��� �� ��������/ �!����� 3J����� �<�������J5 ���� ��� ������' ��� �������
������ 6��� � ����� ������� ���� 7#4 �� 7#5 ��L� ��� ��� �������� �/ � �����6���
����� �� �� ����������� �� ��� ������� �����' ����� ������������ ��� ����������
�� H��� "'8' ��� �!����� ���� �������� �� ����� −������� ���− ��� ���������
�� 6���� ���� 6��� �� ����������� �� ��� ������������ �� ��� ������� ����' �����
��������� ��� ������ ������ ��� ��� ����� ��������' ���������� �� ������ ��� ��
������>�� �/ ��������� ��� ������� ����� �/ -� �� -2 �� ��6 ��������' �����
����� ����6 ��� ���� �� �<���� ��� ������ ��� ��� ����� ��� ����������� ����
���6��� ��� �!����� ���������* ������� �� ��� ���� �������� ��������� ��� �����%
���������' ��� ������� �����* ������ ���� �� ��� �� ����������� �������*
��� �� ���������� ��N���� �� ��� ���� ���� R7#S'

 ���� ����������� � ����� ��� 6���%��H��� �����/ 6��� ��� ���� ������� ����������
�� ��� ����� ���� �����%������� ��� �� ���� �� ��� ���/��� ������'  � �<�����
�� �� ������� ������ �� ����� �� H��� "'7#' ��� ������� �� "; µ� ���/���������
��I���� 7## ����� �� � N���� �� &&# �QL��2* ������������� �� �� �������� ����
�� #'"; µ� ��� ����' �� 6� ����� � �I��� ���� ����� �� 7: ��* ��� ������� �����
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���� "'8� ����������� �� ��� ����� 6��� ��� �������� �!����� ���� � �.. 
������ �� ��� ������ �� � ������ �� ����� ���� ���� ��  �
 �<����� �����' ���
���� ��������� ����� ��� ����� �� ��� ����� ���� ��� 3�5 =## �� ��� 3�5 "'8 µ� R&S'
��� ����� ��� ������ �� #'= ��'


���� "'7#� 0���� ������� �����/ 3250 × 250 µ�5 �� ���/��������� ���� ����%
������� �������' 0���� ������ ����� F�
 �<����� ����� ��������� �� "&; ��' 7##
����� �� &&# �QL��2 6��� ������� �� ����� "; µ� ����'

"=
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��������/ ��� �� ��������� �� 2.75 × 107 �L��2'
���� ����������* ��� ������� �� �������� �� �� ����������� 6��� ������ �����
�����������* �� ������ ����� �������� 30����� ������ − �������* ������ �6�/5' ��
����� �� ����� �������� 6��� ������� ����� ���������* ���� ��H������ ����� ��
��������� 6��� ���� ���������� ��I���������

.&� 
������ ����%� � ����� �� �
�%%�

���� �<����� ��/ ������� ���� �������� � ���������/ �������� �����' �� ����
���� ��� ����� ����� 6��� ��� �� �����/ ����������� ��� ��� �������� ������� 3���'
�����%�������� �������� �������5'

1��
���� � �%� �� �&� 
������ �
�� ������ �� �&� �
����
�


��� �<��������� �� �� ���6� ���� ���������� ������ �� � ����������� �������� ���
�� ����� �/ ���������� �� � ����� 6��� �� ��� ������� ����� 3� ��� �� ��I��5'

1 �
��� ��%�� �" 
��
���� ����%�� � ����%��� �%���� 
��
����

������ ��������� �� �����������* ������ �������� ��� �� ��������� �/ ����� ��%
���������'  ������ �� �������� 6��� ��� ������ �6� ��I��������* ���� ���������
�� ��� ���������� � ����� �������� �������'

��'�� �
	���	%�� ��
��

��� H��� �������� ���������������� ������������ �� �������� �� ���/���� �� ��
����� ���������� ������ ��� �������� �/ ,��������� �� ��� R7=* 7:S �� 78;"* �������
�����%������ ������� �� ������� ������ 6�� ������/ �������� �/ ������ ������ ���/
������� ����� ��������'  ����� �� ���/���� �������� ���/����/� �������/����
3�.. 5* ���/���/���� ������������� 3���5 ��� ���/����� 3��5 ���� ���� �������
��� ������������ �����* �����/ ���� �� �<����� ������ �������� ���������� �����'

�� ��� ���/���� ��� ��������� 6�� ���� ��� �D������/ ���� ����� N����� �����
� ��������� ���� Fth* �������� �� ��� ���/��� ����� �����' ��� ������� �������
6�� ����������� �/ � ��� ������ ������ �� � ����� �� ��� ����� 6��� �����%
������ �� ��������� ���������� �� �� ��� �<������� ����� �� ��������'  ������
����������� 6�� ��� ���������� �� � ������ ���� ����� ��� ������ R7=S' ������
��� �������� ������ 6���� 6��� ������� ���� �����/ ��������� 6��� ��� ������
�� ���� �����������' 
�� ����������� N����� ��� ������ 6��� 6�� ��������� ��
����� ��������� �<������� �� ��� ��������* ������� �� � ����������� ����� ���� ��
��������� �����6�� �/ � ����������� 6����' 
�� N����� ����� Fth* ������ �������
�� ��� �!����� �������� �� ���� ����������� ��� �������� � �� 2 × 106 �� 3"# ���E5'
 � �<������� �����6 �� ����/ 6��� �� ����� �������� ��� �� ���� �� R8S'
�� ����� /���� ��������� ������������ �� � ������ ������������ �� ��� �<�����
����� �������� ������� �� ���/���� ���� ���� ����' ������� ���� 6�� �� ��� ���%
��������� �� ������������� ����� �� ��� ������� R7* 77* 7"* "* 7;S ��� �������

�,�� �	���� �8 ��� ����	��
 �6"������ �� ��� �����������9 ����	���� �� :�; ���	��
 �6"������
�� 	��"�����
� 8�	 ��� ��	��� 3��7 3��
� <3��� �� ��� :�); �
��� −���# #��	� 
���	− ���� ���
8�	������ ������ ��� ����	��
 ��� �����=���� ���0��>����� �� 
���
# �� �� ��� "	���	# ������
,���	 �6"�	������ �
�� 	���
�� � ��>�	��� ��	��� ������	 8�	 ������� �������	��
# �����	 ����
Fth ����� ∼� %&��2�7 3��	� "
���� "
��� �6"������ "
�#� � ����	 	�
�� /� �� "�	���

# �����"
��
��� ���� 8	�� ��� 
���	 �		��������7 ��� ���	���� �� ��	��� ������� 
��� ���������

":



"'&' ����� �<����� ����� �������� �� ���/����

���������� �� ������� ��C���� ��� ��� �/������ �� � ������ �������� ����� R78S'
.��� �������/ ��� ������ �� ���� ��������� R;* "#S* ��������� �C���� R;* 7;S ���
��������� R7* ;* 7;* "#S ��� ���� ���������' ��� ����������� �� ����� ����������
��� ��� ��6�/� ��� �� � �������� ����������� ���6��� �<���������� �������� �����
��� ����� �����������' ��� ���� ��������� ���� �� ��� ���� �� ������ ���� �����%
������ ��� �� ����� ���������� 6��� ������� ���������� �������� ���� �����������
����� �� ����� �������� ��� ����������� ������ ���� ���� H�����'  � �<�������
��� �� ���� ��� ������ ��������� �/  ����� �� ��� R"7S ��� ,������ �� ��� R;S'  �%
����� �<������ �� ������������� �C���� �� ��� �����/ ��  ����� �� ��� �������/
������ ��� ����� �� ���/���� 6���� �� ��� �� ��� ���������/'

�� ��� �����6��� ��������� �� �������� �<����� ����� �������� �� ���/����* 6�
���� ������ �� �� � ���/ ������ ����� 3)��� �����5 �� �������� �����' �� �
������ ���� 6� ������� �� ��� ������������ �� ���� �����* �������/ ������/���
��� ������<��/ �� ��� �������� ����������' 
�����/ 6� ������ ��6 ��� �����
�������� �/ ,������ �� ��� ��� �� ����������� ���������/ �� ������� ���� �����'
��� ������ 6��� �� �������� �� �� �<���������� ���� �� ������� �����������/
��������� ���/����'

��'�� ���� ����� ��� ����	
�� ��#	� #���
�	
�� 
� #�������

�� ���� �������� ���� 6�� 6����/ ������� �� ����/ ��������� R8S* �� �� ������
���� ���������� ��� �������� ��� �6� ��������� ���� ���� 
�#��������� ��� �� ���
������� �� ����' ������ )���J� ���������� ��6 ���� ������* 6� ��� 6���� ��� ���
���� N���� Fm(x) 3QL��25 ������ ��� �������� 3���������� ���� ��������/ ����
��� ���� ������5

Fm(x) = (1 −R)Fe−αx

6��� R ��� ��N�������/ �� ��� ������ ��� F ��� N���� �������� �� ��� �����' 
�� �
�I��� ���� �����* ��� ���� ��������/ I �I��� F/τ 6��� τ ��� ���� ������' �� ���
���� �<�����������/ �������� ���� ����� �������� ���/ ����� �� � ������ ����
N���� Fth �� �����/��' �� ������� ��� ���� ������ ����� �� �D������/ ����� ���
�������� ��� 6��� ��N���� ��� ��������� Fth' �� 6� ������ ��� ���� ����� 6��� d*
���� 6� ��� 6���� ��� N����� F > Fth

d =
1
α
ln((1 −R)F/Fth) 3"'75

�� ������� 6��� �����������/ ���� �� ��� ����� 6���� ��� ����� N���� ��� �������
����6 Fth' ���� �I����� ��������� ��� ������� ����� ����� ���� N���� ����%
��������/ �� ��� �����/��� ��������� ������ ��� �������� �������' ��� ��/�����
�������������� �� � ��������� ����� �� ������ �����������6��� ��� ����%������ ��%
��������* �� ��� ������� ��� � ������%������ �������' 1�� ��� ���� ���� ��������
���/ ����� �� � ������ ����� �� ����� ���� ���� ������ ��� ��� �����
��� ��� �������� �������� �� ��� �<����� ����� ���� ������ �D����� �� �!��� ���
���������' ���� 6��� ���� � ������� Fth �� ������ � �D����� ������/ �� ��������
������� ��� ���� ��� (αFth/τ)/hν �� ����� �� ������ ������ ����<����� ����� ��
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���� "'77� 4�������� �������� ���� ����� ���� N���� ��������� �� ��� )���
����� ��� Fth K :# �QL��2 ��� R K :O'

���� ��C���� ��� ���� �������'
��� ������ ��N�������/ �� ����� ������� �� �� ��������/ ������� ��� ���/ � ����
:%7# O �� ��� ����� N����'  ��������� �������������� �� 3"'75 �� ����� �� H���
"'77 ��� Fth K :# �QL��

2'

��� ������������ �� ��� ����� 6��� ��� �������� �I��� Fth ��� ��� ����� �� 1/α'
���� ����� ���� ������ ����� �� α ����� �� ���6�� �������� ����� �� ��� �����
�����/ ������� ���H��� �� � ������� ������' ��� ���������� ���D����� �� �����/
��������� �� ��� ����� 6��������� ��� ��� �������� ���������������' �� �������
������ �� ���������� ��� � ��6�� Fth �� �������� �� ������� 6����������' ���� ��
�� ��������� 6��� ��� �����/ ���� � ������ ����� �� �����/ αFth ����� �� ��
��������� �� ��� �������� ��/��' -��� �������� ����� ��� �� �������� ��� ���/����
6��� ��6 α �� �D������/ ���� N����� 3F >> Fth5' �� �������� � ������ ����
�� 7#4 ��−1 �� ������� ��� α �� �������� ��������'

�� ���� �<�����������/ ����H�� ��� �������� �������� �� = ���������� ���/����
�� ���  �
 ��� F�
 �<����� 6����������' ����� ���/���� ��� ���/���������
3�45* ���/���/���� ������������� 3���5* ���/����� 3��5* ���/����/��������/����
3�.. 5 ��� ���/��/���� 3�,5' ��� ��<��� ���� N���� ��� ���� ������� ��
7 QL��2 �� ����%������/ ���/��� �������������� �/������/ ��I��� N����� �� ����
�����'
��� ���� ����� ����� ��� N���� ��� ����� ������ H�� ��� ���6� �� H��� "'7" ���
�4 ��� ��' ��� ����� ���/���� ���6 � ������� ��������'  � ��� �� ���� ���� ����
������* ��� �������� ����� ��� �� ���I����/ �����<������ �/ � ������ H�'  ������
� ����� ��������� ��� �� �������� ���6��� �<�������� ��� ����� ��� ������ N�����
3#'8 QL��2 ��� �����5' ��� ���������� ���D������ ��� N���� ���������� �� ���
��� ���/���� ��� ������� ���� H����� �<���������� ���� �� �<�������� 3"'75 ��� ���
����� �� ����� "'$'
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���� "'7"� )��� ����� ������� �� ����� �������� �� �4 ��� �� �� "&; �� 37: ��
���� �������5' ��� ���� ����� ��� ��������� ��� ��� ������� �����/ ����� ���
"# ��������� �����'

78$ �� 3 �
5 "&; �� 3F�
5
���/��� Fth R�QL��

2S α Rµ�−1S Fth R�QL��
2S α Rµ�−1S

�4 "7'$ 7;'8 :"'8 :'8
��� 7;'& 7=': $:'8 :':
�� "='7 7;': =&': 8'#
�.. $$'8 :'$ "G" 7'#
�, 7='$ "&'7 7$=': &'&

����� "'$� 4�������� ���������� ���D������ ��� ��������� N����� ��������� ��
��� )��� �����' (�N������ ������ ���� ���� �������'

"8
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6��������� αlin Rµ�
−1S αBeer Rµ�

−1S �������
78$ &= 7; ���� R"* $S
"&; ""%": 7#%7: ���� R7#* ""S
$#; 7#%77 8%8'& ���� R7#* "* "$S

αlin �� ��� ���������� ���D����� ������� 6��� �� �����������/
�� N����� ����6 �������� ���������'
αBeer �� ��� ���������� ���D����� ���� �����6� ���� H����� ���%
������� ���� �� 3"'75'

����� "'&�  ��������� ���D������ �� ���/����� ��� ��C����� N���� ������ ��� 6���%
�������'

��'�' 4��
�
	� �� 	�� �����

����� ��� �6� ���� ��!������� ������� ��� )��� �����' 
�����/* �� ����/ ���/
H�� ��� ���� 6����� � ���/ ������� �����' �� �� ��� ����� ��� ���/ ��6 N����� ��
�������� ����� ���� �� �� � ���%������ ������� �� ��� N���� ����� ��� ���������
R78S 3��� ��%������  ������� ����� R7$S5 ��� ������� ������� �� ���������� N�����
�� ������� QL��2' ,������/* ��� ��������� ���������� ���D������ ��������/ �� ���
���������� �� ��� ��� ����� �� ���������� �/ ����� "'& 6��� ������������� ����'
�� �������� ��� ����� ������ ���� Fth �� ���������/ ���������� �/ ��� ����%
���� ���������� ��� ����� ���������������' �� ��������* ������� ���������� �� ���
��������� �� I��� ��D��� �� �� ���  ������� ���� ��� �� ���� �������� �/ �����%
���� ��� �������� �C����' ��� ������ ����� ���� ��� ��������� ��� ������ �� ���
����� �� ����� H��� ���� ��� ��������� �������� 6��� ����� �� ��6�� N����� ��� �
����� �� ����� ���� ��� � ������ ����' ���� �� �/������/ ��� ���� ��� ��6 ����������
���/���� �� �.. 3&##%7### ��−1 �� "&; ��5 ��� ��
� 37=; ��−1 �� "&; ��
R:S5'

��� ������� �������/ �� ��� ����� �� ��� ����� �� ���� ����� ����������' �� ��%
���� ���� ���������� ��� ������� ��� ��������� �� ����* 6���� ������� ��������
�<��������� ���� �������� ���� ������������� ��� �!������ �� �������� ��������
������ 6����� � ��6 ����������� ��� ��� ����� ��� ���� R&* "&S'  ������ �����%
������ �� ��� )��� ����� �� ���� ��� ������� �� ��� ���� �� ���������� ����� ���/
��� ����%���������� ��������/ ������� �� ��� �I�����' �� ��� ���� ���6� ���� ���
�<��� ���� ������ ��� ������ ��N���� �� Fth R"=S ��� ��� ������� ���� ���� �� ����
���/���� 6��� T�4� 3λ K $#; ��5 ����� �� ��� ����� G%$## ��'  ������ ��������
��� �� ���� ���� ���� �� ��� ��� ���� ��� �.. R":S �� �� ��������� �C����'
��� �� �� N���� �� � ��������� �� � ������ �����I���� �� ��� ���� ���� �� ���
�� ������� ��� ���� �����/ ���� ��� ����%��������� ��������/ �� � ����� �����'
 � �<����� ������ �/������/ ���� ����� �� 7# �� &# �� 36��� 6����� ��� ����� G ��
$## ��5* N���� ��� �� ���������� ��� �������� I�����/ ��� ����������� ��� ����%
���� ����� ��� ����� ������' 1�� ����� ���� �� ���� ���� ��� ���� ���/���� ����
��C���� ����� ��� ���� ������ ��6�/� �� �����������'  ������ ���/���� ���� �
���/ ����� ���� ��C�����/ 3� �/����� ��C���� ������

√
Dt �� #'7 µ� ����� � "# ��

����� ����5* �� �� ������ ���� ���� ��C���� ������ �� ������� ��� ���/���� 6���

$#
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������ �����������' 2��� ���� 6��� ��������� �� �� �� ����� ��� �������� �� ���
�� ������* ��� �C��� �� ���� ������ ������� ����������� ���� ����� ���� �� ������
�����������/ �� �� ��� ��������� �� ���%������ �C���� ��� ������ ���������'
 H��� ������ ���������� ��� )��� ����� �� ������� �� �������� �� ���������
�C����� ��6 ���������� ���/���� �� �.. ���� ������� ����� ������ ��/ ��/�����
�������� �����* ���� �� N����� ��� ����� ���������' ���� �C��� �� ��� �������%
����� �� �I����� 3"'75'  � �� ����� ���� �� ���� ��� ����� ����%��%���� ���������*
������� �C���� ��� �� ���� �� �� � ����� �<����' �� �� �������� ���� ����� �����
������� �����* ��� ���/��� �� ���������/ ����H�� ���� � �����/ ��������� ��������
R"GS'

�� ��� �����6��� ������� 6� 6��� ������ ������� ��/����� ���������� ���� ���� ��%
��� �������� ��� �������� ��6 ����� ������� ��� �� ������� �������������/' 2���
���� ������� ��� )��� ����� ���� ��� ���� ���� ������ ���� �� ����� ���������*
�� ������� I��� ������ �� ��������� �� �� ��� ���������/ ��� ��� ���� ���� ���
��������%N���� ���� �� � ���/��� ��� �� ����������>�� �/ ���/ �6� ����������'

��'�( ����
��� #�������� ��� ������	
��� �%�
�� ����	
��

�&����&����
� ���% �&����&���
� 
��
����

��� )��� ����� ������ � ������ N���� ��� ��������* ������������ �� ��� �%
����/��� ��/����� ���������' �� �� ��������/ �������� ���� ����� ��� �6� ����6�/�
��� �������� �������' �� ���� �� ������������ ��������* �������� �� �������� �/
����� ������� ��� �������� ������/ ���� �� ������>��' ��� ������������� ����6�/
������ ���� ���������� �<�������� �� ��� ������������ ����� �� ������ ������������
6����� ��/ ������������ ���� �����������' �� �� ���������� �� ������� �� ����
���������� ��� �������� ������� �� � ���� �������� 6�/'

�� ��� ������������ ���� R7"S ��� �������������/ �<����� ����������� ����<�� ����
�� ��� ����� ����� ��� �������� ���������� 6��� ��� �������� ������ �����/ hυ
����� ���/ ��������� ���� ����������� �����/' ���� ����� ���� ��� �����/ 6��� ��
���������� �� ��� �������� ��� �������' �� n0 ��� n1 ������ ��� ��������� �� ���
������������ �� �����������/ ��� ����� ��� �<����� ���������� ������ S0 ��� S1

3n0 + n1 = nc �� ��� ����� ����������� ������/5* ���� 6� ��� 6����

dT (x, t)
dt

∣∣∣∣
ic

= − dn1(x, t)
dt

∣∣∣∣
ic

× hν

cp

��� ��� �������� �� ���������� �� �� �������� ����������' cp �� ��� ���� �������/
�� �����H� ���� 3QLF��35' ��� ���� �� ���������� �<�������� �� S1 �� ���������� �/
��� ���������� �/������ ������ ��� )���%0������ ��6 ���� �������

dn1(x, t)
dt

∣∣∣∣
abs

= −dn0(x, t)
dt

∣∣∣∣
abs

= α
I(x, t)
hν

�?�	 ��	��� ����	"����7 ��� "�
�� ���	�# �� 
�	��
# ���@��� �� � ���� 
�#�	 3��� ��������� �&α�
?�	 '- ���� ����� � 
�#�	 ���

�	 ���� $�� µ�7 3���� ������� ���"�	��
� 3��� ��� ���� ��>�����

������
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���� "'7$� ������� ������������ ���� ����� �������� ����������' 
�� ���/�����*
Atherm = 2.67 × 103 ��−1 ��� Ea = 1.5 �� R7$S' ��� ������ ���� ��������� ���
��I���� ����� �� ������ ����� ��� �������� 38# O �� ��� ������� �����5'

6��� I(x, t) ��� ����� ���� ��������/'
��� ������� 6��� ������� ������� ���� �������� ��� ��� ����������� ���� ��� ��
��������� �/

dnb(x, t)
dt

∣∣∣∣
therm

= ktherm(T ) × n(x, t)

6��� n ��� ����� �� ��������� ����� ��� �������� 3��−35 ��� nb ��� ����� ��
������ �����' ��� ���� �������� ��� �� ��������� �/ ��  ������� �<��������
R7* ;* 7"* "7* ";* "S ktherm = Atherme

−Ea/kbT 6��� Atherm � ���I���/ ������
3�−15* Ea �� ���������� �����/ 3��5 ��� k )���>����J� ��������' 
�� n = 8.95 ×
1021 ��−3 −6���� �I��� ��� ������/ �� ��� 6������ ����� ��� F����� R7* 7$* "#S−
��� ��������� ������� ������������ ����� ��� ������� ����� �� Ath ��� Ea ��� �����
�� H��� "'7$' 
��� ��� ����� 6� ��� ������ ���� �� ��� ����� �� � �/����� �<�����
����� ���� ������ 37#%"# ��5* � ������ ���������� �� ����� 7:## F �� ������'
���� ���� ������ 6��� 6��� R"8* $#S' ��� ������� ������������ ������� ������� �
�������� �������/ ∆H * ������� �� � �������� �� �����������

dT (x, t)
dt

∣∣∣∣
therm

= − dnb(x, t)
dt

∣∣∣∣
therm

× ∆H
cp

6��� ∆H > 0 ��� � �������� ��I����� ����/ �� �����/' .������� ������������ ��
������ 6��� nb ������� � ��������� ���� 6���� �� ���������� �/ ��� �����������
�� ��� ���/���'

���� � ������������� ������� �� ����������* ������������ �� ��� �<����� ����%
������� ����� ����� ��� � ������������ �� ��� ���� ������� �� �������� ����������'
2��� ���� ����������� ����<����� 6����� ��� �<����� ����� ����� ������� ��� ���%
���������� �������* ������� �� ������� ������� �� ��� ��������' �� 6� ����� ����
���� ����������� �� ��H��� �/ � ������ ���� �������� kdd* 6� ��� �<����� ��� ������
������������ ��

dnb(x, t)
dt

∣∣∣∣
dd

= kdd × n(x, t)

$"
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�� R;S ��� ���� �������� kdd �� ��������� �� 7 ��
−1 ��� �� �� "&; ��' ,������ ��

��� ���� �� ������� ��������* �������� ������������� �� ������ 6��� nb �������
� ��������� ����'

�� �������� �� �� ��� ���/ �� ��������� 6������ ����������� ����� ����� ��� � ���%
�����/ ������� �� ������������� �������' �<���������� ����H������ �� kdd ��� kth
��� �� �����/ �� �/����� �������� ��������� ���� ��� ������ �/ ���� �������/ ���
�������� ������� �� ���������� �����* ��� � ����� ���������/ �� ���������� ���
�C������ �������� ��������� ����� �� Cp'
1�� �������� �������� ���������� �� ��� �!����' �������������� �� ��� ���� ���%
�������� ��� �������/ ����������� ��� ������� ��� ������������ �����/ �� ���/
�����* ����� �� ��� �������/ ���� �� � ������������� �����������' �� ���� �����
��� �!����� ��������� ���� ��C�� �����H�����/ ���� 6��� 6��� �� �<������ �� ����
�� �/���/���' 
�� �<����� �� �� ���6� ���� �.. �������� ��� �� �>������ ����%
����� ����� ������� �������������* �������� �� � ���� /���� �� ������� �� ���
�����' )� ���������� �� ��� ���� ����� F�
 ��  �
 �������� ��������� ���� ���%
��� �� �� ������� �� ������� �� ��� ���� ��������� �/ ��������' �� ��� �������
���� �.. ���� ��� ������ ��� ��� ��� ������� �����������* ��������� ����
����� �� � ������������� ��������� ������' �� ���* ���� ����������� ��� ��������
�� � ��������H�� ��/�� ��� ���� �������� ����� ��� ����� 6���� ������/ ���������
���� ���� ����������� ��������/ ��������'


��� � ���������� ����� �� ���6 �� �� �� ������ ���������� �� ��� �����/��� �����%
���� �� ������ � ������� �� ������������� ������� �� ���� ������������� ����6�/�
���� �� �������� �� ������� 6���%��H��� �������� �������� 6��� ������ ������� ���%
���' 
�� ������������� ������������ ���� ����� �� �����������6���' 
�� ��� �������
������� �� ��I���� ���� ������� �� ��� �/������ �� �������� �������� ���� � ��/��
�� �������� �� ������ �� ��� ������ ���������� ��� �����������* ��� ����������
��/�� 6��� �� �!����� �������� 6��� ��� �<���� �� ������� �����/ ������ �� ��� ���%
��' �� ����� 6����* ������� �� ��������� �������� 6��� ��������/ ���� �����
��� �������������' ��� ���� ����� ��� ������������ �� �� ��� ���� ����� �� ���
���� ������ �� �<����� ������* ������� ���� ��� ���� ��� ������� ��� ���������
�������� ��� ��������� �� ���/ �����' �� ��� ������/ ���� ��������� 6��� � ����%
���� �<�����' �� �� ���6� ���� ���/����� �������� ��������/ ����� �<����� �����
�������� R7#* "* $7S' ����� � �������� ����� 6� ��� �������� ��� ����������
�� ��� ���� �������� ���� ������ ���� �������� �<����� �� F�
 ����� ����� �� #'=
QL��2' 
��� ��� ���������� ���H��� �� H��� "'7&* 6� ��� ������/ ������� ����
��� �������� ������� ������� ������ �� � ��� ������ ������ ���� 6��� ��������
6��� �� ��������' ������ �������� ��� ���������� �� �������� �� ���� ����
$"### F* 6���� ���/ $G## F �� ��������� �� ���� �� ��������' ��� ������� �����/
������ �� ��� ��������� �������� �� ���/ ; O �� ��� ����� ���� �����/* ������� ����
��� ��!�� ���� �� �!����� 6��� ��� ����������� ���������' �� ����� �� ����� ����
��� ���� ���������� �� ���� �� ��������� �������� ���� ��� ��N��� ��/ ��/�����
�������* �� �����/ ������ �� ���� �������� ����� ��6� ��� �������� �����������/'
��� �������� ����� 6� ��� ��� ����� ����������� �� ����� �� � ������H�� ����%
��� �������� ������ ���� ��� ���� �������� �/ 4��� �� ��� R7S� �� �<������ ���

�-��������� �8 ��
����� �� �����"
����� �# ������� Ea �� �� ������� �$5 %&��
 ������� �8 ���
��	� 	��
����� �
�� �8 *$� %&��
�

$$
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����������� ������/ 8.7 × 1021 ��−3

������� ��C�����/ 4.0 × 10−4 ��2�−1

���������� ���D����� 2.6 × 105 ��−1

���������� �����%������� 3.0 × 10−17 ��−1

���������� ����<����� �������� $= ��
������ ����� ��������� ��� �������� =# O
�����H� ���� 7'== Q��−3F−1

���������� �����/ 3�/���� �����5 =#" �QL���
6��������� "&; ��
���� ������ 3
�-.5 7: ��

����� "'=� .������� ��� ����� ���������� ��� ��� ���������� �� ���������� ��
���/����'

����� �� ���� ���� ��C���� ��� �������� ������������� ����� ���� ������� ����
������' ��� �I������ ��������� ������� �������� ��������� �� 4��� �� ��� ���
��������� �� ��� �������<' ��� �������� ��� ����� ���������� ��� ����� �� �����
"'='

��� � ��������>����� �� ��� ���� �� ����� ���� ������ �� ������ dt* ��� �����/ ���
���������� ������������ ������ ��� �������� ��� ���������' ��C���� 6��� ������
��� ������� �����/ �� ���� ��� ������� ������������ 6��� ����������/ ������ ����%
����'  ��/�� �� �������� �� ���������� ������� 6��� =# O �� ��� ����� ��� ������'
2��� ���� �� ����������� �������/ ∆H �� ��� ����� ���� ������ �� ��� �����������
��� 6��� ���� ������ �������� ��� ������ ����������'

 ������ ����������� ������ �� ��� �C��� �� ���� ������ �� ��� ������� ����' ��
���� �� � ����/ ������� �������* ��� ���� ������ 6��� ���� � ����� ������ �� ���
���� ����������� �� ��� ��������' 
��� ����� "': �� ��� �� ���� ���� ��� ��������
�� ������� �����/ ���� �� ��� �������� ����� �������� 6��� "&= �� ����� �� ����
�6��� �� ����� �� ��� ��� ������� ����� 3"'= ��� 7: ��5'  � ��� ���� ����* ��� �����
�������� ����� ����� �� �� ������ �C����� �/ ��� ���� ������� �� ��� �� ������'
�� H��� "'7= ��� �������� �������� �� ���� ����� �� ��������'  � �<������* ���
��6�� ��������/ �� ��� ���� ����� �����������/ ����/� ��� ����� ��� ��� ��� ��
��������' ���� ���/ ���� ����� ��� ���������� 3τ\#'7 ��5* ��� �<������� �����
�� ��� ������� 6��� �� ���� ��� �������� ������� 6��� ��� ���� � ������ ������
����������� �������'

�� � �����6��� ������� � ���� ������� ����� 6��� �� ���������'  ������ R7S ����%
��������� ��� ���������� �����/ ��� ��� ��� ����������� �� ��� �������� ������
3�����/ �/ � ������ �� "5* �� �� ����� ���/ ������� ��� I����������/ �������������
������ ������� �/ �������� ��� ��� ��N���� �� ���� ������ �� ��� ������� ����'

������ 
��
���� �����"
�� 
�� ��%�� 
��������

�� ��� ���� ���������/ �������� ���� ��� ������������� ��� ������� ������� ������
����� ��� ����� ���� ��� ���������� ����� ����� R&S' ���� ������� ���� ����������

$&
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���� "'7&� �C��� �� �������� ������� �� ���������� �� ���/����� ������* ����%
������ 6��� 7: �� ���� �� #'= QL��2 ���� � F�
 �����' �� ��� ���� �������� 6��
��������� �/ �����������/ ���������� ��� ���������� �����/ ��� ������� �����������'
��� ���������� ���H�� �� ����� �� ��� ��� �� ��� �������� ������� 3��� ��� �������
���������� �����/5* =: �� ����� ��� ���� �������' d = 0 �� ��� ��� �������� ������
����� ��� ����'

���� ������ 3
�-.5 "'= �� 7: �� G$ �� "&= ��
��� ���� R��S 7: =G 7:# &"=
�������� ����� Rµ�S #'"" #'"" #'"" #'"7
�����/ ���� �� �������� ROS :'8 ;'# 77'7 7:'$

����� "':� ������ �� ���� ������ �� � ������� �������� ������� 3F�
 − #'= QL��25'


���� "'7=�  ������� ����� �� ������� �� ���� 3F�
 − #'= QL��25'

$=



4������ "' �� ����� �������� �� ���/��� ���������

�� ���� ���������� �� � ���� ti ����� ����������� � ����H�� ���������� ���D�����
��� ��� �������� �������� ��/�� �� �� ������������� �� t < ti'  ������� �����
R78* "&S ��� ���� ��������� �� ���� ��� ������ ��������� ���� ������ �/ ����������
���� ��� �������/ �� ����� �/

v(t) = k(Is(t) − Ith)

6��� Ith � ��������� ���� ��� �������� ��� k � ���� �������� �<������� �� ���
−1�−1

3H��� "'7:5' ��� ���� ����� ����� ��� ����� ���� �� ���� ����� �/∫ τ

0

k(Is(t) − Ith)dt

�� ���� ������ Is �� ��� ��������/ �� ��� ���� ���� ������� ��� ����� �������� ��%
���� ��� ����� ��� ����������� ���� ����������' ��� ���� �������� ��������/
�� ���%��������� ������ ������� �� 41* 412 ��� -2' ,���� ����� �� � ��������%
���� ����� �� ��������� 6��� � ���� ������< �����������' ����� ��� �� ���
�������* ���/��� ��� ����� ��������� ��� ��/ ������ ��� ����� ����'  �����
�� ������I�� ��� �����/�� ��� ����/��� �� ��� ���� ������������ �( �����������/*
������� �����������/* 	4L., 3	�� 4������������/ ��� .��� ,����������/5* 0�

30���� ������ 
����������5 �����������/ ��� �1
%., 3����%1�%
����� .���
,����������/5' .��� ������� �� ���� ����������� ��� �� ���� �� R$7* $"S'

�����/* ��� ���������� �� ��� ���������� �� ���� �������� �� ������� �/ �
������%������ ���������� ���D����� β ��� ��� �������� �� �������� ����� �� � ����
t �� ����� �/ 1− e−βd(t) 6��� d(t) ��� ������� ������� �����' �� ��� ���� 6���� ���
��� ���� ��������/ �� ��� ������ �������� ������

Is(t) = I0e
−βd(t)

6��� I0 ��� ����� ���� ��������/' �� ����� 6����* ��� ���� ���� �� �� ����������
��/�� �� �������� ���� ���6� �� ���� �� �� ��������'
 ���� ������� ����� ����� ���� �<������� ���� ������'  � ��� ���� ������
��� ������* �� �<����� ���6�/ 6��� � ����%����� �� θplume = 20 − 30◦' �� �������
������ �� ��� ��������� ������������ �� ��� ������ R$"S' ��� �<������� 6��� ����%
���/ ����� ��� ����� ���� ���������� �� ��� ������������� �� ��������� �������
��������� �6�/ ���� ��� ������' �� 6� ������� ��� ���6��� ������� ��� ����� �
���������� �<������� 6����� �� ����� θplume �� ��� ���� ��������� 6��� ��� ���
���� �������� �������/ vx ����� ��� ������ ������ 3H��� "'7:5* ���� 6� ��� 6����
��� ��� ������� ���� N���� R;S

Is = I0

∫ pf

−d(t)
e−β(x)xdx

6���� 6� ��������� ���� ��� ����%��������� �����/ ������ �� ��� ���� ����
�����'
��� �������� ���������� ���D����� �� ����� �/

β(x) = 1

(1+ 2x
φ ×tan(θplume))2 β0 x > 0

= β0 x < 0
3"'"5

$:
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���� "'7:� .����� ��������� ����� ���� ���������� 3�5 ��� ���������� �/ ���
���������� ��/�� ��� ���� 3�5'

6��� φ ��� ���� �������� ��� β0 ��� ���� ���������� ���D����� ������ �<�������'
��� ����� x = 0 �� ��� ������� �������� ������' �I����� 3"'"5 �<������� ���� ��
���� �� ��� ���� ���������� 6����� ��� ������* �� �<������� ��� ���� ����� ���
��� ���������� ������� ��������'  � ���� �� ��� ������� ��/�� ������� ��� ��������
������* �� ��� �����/ �<���� 6��� �� ����� θplume'

��� �C��� �� ���� ���������� ��� ������ �������� ����� �� ��� �������� ����
6��� ������ ���� ��������� �� ��� ���� ������ ��������� ��� 6��� ������ �� ���
�<��� ���� �����'  �I��� ���� �����<������� �� ����/ � ������ ���� ��������
�� ��� ��� ����' �� H��� "'7G ��� ���� ����� �� � 0������ �. ;&; �<�����
����� �� ��������* �������� 6��� � ���� ������������� �����<������� ����� �/

I0(t) =
F

ta

t

ta
e−

t
ta 3"'$5

6��� F ��� ����� N���� ��� ta K : ��' ��� 
�-. τ �� ��� ����� ���� �� �����<%
������/ �I�� �� 2.7ta'

��� ��N���� �� ���� ���������� �� ��� ���� ���� ��� �� �������� �� H��� "'7;'
��� �������� ��������� ����� ��� ����� ���� ����� "'= ��� ��� �������� ���%
������� 6��� ��������� ��� & ��������/ ����� �� ��� ���� ���������� β* 6����
6�� ������ �������� ��� ������� �� ���������/' ��� �C��� �� ��� ���� �� � ����
��������� ��������� �� ��� ������� �� �������� N����� ������ ��� �����������/
��������� �<����������/ 6��� ��� ����� �� ������� ��������' ��� ���� ���� ��� �
����������/ ������ N���� ���������� �� ��� ������� �� ���� ����������* 6���� ��
�� ���������� 6��� R78S'  � ���� �� β ���������� 0.1α* � ���������� �������� ��
���� ���� �����' �� ��� ����� �� β → α ��� ���� 6��� ������ ����������/ �� ���
����� ��� ��� �������� ������� ��� �� ��������� �/ ��� )��� �������� 3"'75'

$G
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���� "'7G� ���� ����� �� 0������ �.;&;' ��� ������ ���� ��������� ��� ��%
���<������� ��������� �� �I����� 3"'$5' ��� 
�-. �� ��� ���� �� 7: ��'


���� "'7;� �C��� �� ���� ���������� �� �������� �� � ���/����� ������'

$;
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���� "'78� ������� ��C���� ������������ ��� ���������� ������ ��� ���/���'

.&���
� ��/%���

�� ��� )��� ����� ��� �����/ ����������� ������ ��� ���/��� �� �����/ ����������
�/ ��� ������ ����������* ������� �� �� �<��������� ����/ �� ��� �����/ �6�/ ����
��� ������' ���� ��������� �� �������/ ����� �� ��� ��������� �� ��� ����' )� ��
� ���� ����� �� ���� �� �����������* ���� ��������� 6��� ��������/ ����� ���������
��� ������� �����/ �6�/ ���� ��� ���������� >���' ��� �C��� �� ���� ����������
��� �� ������� �/

∂T (x, t)
∂t

= D
∂2T (x, t)
∂x2

6��� D ��� ������� ��C�����/ 3��2�−15' ���� �������� �������� �� ������� ��
��� ������� ����������/ K 3�F−1��−15 ��� �����H� ���� cp 3QF

−1��−35 ���
D = K/cp' �� H��� "'78 ��� ���������� ����������� ������ ��� �������� ��
�������� ��� ������� ����/� ����� �������� H������' .������� ��� ����� ����������
��� ����� �� ����� "'=' ��� ������ ����� �� ���� ��� ��� ��������� ������� �����/
�� �������/ ������ ���� �� ���� �<������� ��� ���������� >���'

�
������ �" �
����
� ����
��

��� ��!����/ �� ���/��� �������� ������ ������ ���� ��� �������� ���������� ��%
���� �������� ����� �������� �������' ��� �������� �������� ���������� �������
�����/ ��� �����H� ���� cp ��� ������� ����������/ K' �����/ ���/ ��� �����H��
�� ���� ����������' ���� ����� �� �� �� �������� 6��� �������� ������ ������%
����� �<������� 7:## F ����� ����� �������� R$#S* I��� ��/��� $## F'
�<��� ����������� �� ����� �������� ���������� �� ������* ��� ��� ���� ����� ���
�������� �� I����/ ���������� �� ��� ����������� �� ��������' �� R$#S ���� ���
F����� �� �� ���� � �� &##◦4' 0����� H�� �� ��� �������� ���������� ������
���

Cp = 0.371 + 0.00344× T
K = 0.0017 3"'&5

$8
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���� "'"#� �6� �����/ ����� ��� ���������� �� � ���/���'

��� ���� ���� ��� �/ R;S' ����������� ��� ������ ����������� ��� �� ��������
��� �<�����������'

1�������� 
�%�
����7 ���
�&��� �" �&� �������

0���� �������� �/������/ �������� N����� ����� #'7 QL��2 ����������� ��� ���/���
������' ��� ������������� ������/ �� �������� ������� �� ��� �������� ����� ����6
��� ������ �I��� αIs/hυ �� 7#

21%7#22 �������L��−3 ��� ��� ��6��� N�����E ����
I�����/ �� �� ��� ���� ����� �� ��� ����������� ������������� ��� �� �� ���������
�������� ���� ��� ����� �� ���%�<����� ������������ ��������� �����������/' ���
�����I���� �� ���� �C��� �� ���� α = σn0 ��������� 6��� ������ N< ��� ���
���� 6��� ��������� ������ ���� ��� ��������' 4���������>��� ��� �������� �/ �
�6� �����/ ����� �/����� ��� �������� ��� ���������� �/ ��� ������������� ����
�I������ �� ����/ �����/�� �� �������� ��� �����/ ����������� �� ��� ���/���
3H��� "'"#5�

dn0
dt = σ(n1 − n0) I

hυ + n1
τ1

dn1
dt = σ(n0 − n1) I

hυ − n1
τ1

��� ����� ����� ������������ n0 �������� �������������/ �� ��� ������ N< I/hυ
3�−1��−25 ��� ����� �����%������� ��� ���������� 3��25'  ������������� ����<�����
��������� �� ����� ���� ������ 6��� � �������� τ1 ≈ 35 �� R7&S' 
���������� ���
���� ��������� �� ���� �� ��������/ ���������� �� ���D����� ����<����� ���������
�������� �� ������������� ����/' �� H��� "'"7 ��� �������� ���������� ��� ���
�<����� ��� ����� ����� ��� ����� ��� �6� N�����'  � � �/����� ��������������
N���� �� 7 QL��2 6��� 7G �� �<����� ����� �����* ��� �<����� ������� �����/ �����
" O �� ��� ����� ����� ���������' ��������� ��������� �C���� ��� �� ���������
��� ����� �� ���� �� �����������' 1��/ �� �<������/ ���� N�����* ��������� ��
��� ����� ����� ��� �� �������� �� ��������� �� ��� H��� ��� 7## QL��2' ����
������� ����� ��� �����/��* ��������� 6��� ���� �� ��6�� N���� ������� ��� 7'=
�� ����� ������������ ��������� ������/ ������� �� = QL��2'

���%�
���� 
�� ����%��� �/���

����� �� � ����� �������� �� ��� ���������� �������� �� �.. �� ���  �

378$ ��5 ��� F�
 3"&; ��5 6�����������'  � 78$ �� ��� ���������� ���D����� ��

�1�������� � ��	�� 
��
 ���	�# �#����� �� �������	���
�/� '../ �� �	���

# �	���"�	��� 8�	 ��� 
����	 �6����	 3��
������7 ����
# /	? ��� A	?

�6����	 3��
������ �	� �����

&#
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���� "'"7� �������� �� ��������� �C���� �� 7 �� ����� � F�
 �<����� ����� ����
3τK7: ��5 ������� � ���/����� H��'

���� 4.5× 103 ��−1* �D����� �� ����6 ������ ��������'  � F�
 ������� ��������
��������� �� ��������� ��� ������� ���������� ���D����� �� ��6 N����� ��� ��
��������� �� &##%7### ��−1 �� � ���� ����������� ����� �� � �� "= µ�' ����
���������� ����� �� �������� �����������/ ����� �<����� �� ��%��������� �����
�� F�
 �� �� �������� ����H������� 3�������� �C����5 ���� ���� ����� �� ��� ��%
�������� ���� R"G* $$S' ��� ����H������ ����� ������������ �� ��� ������ ����������
������� �������� ����� �<�����'
��� �����I���� �� ���� �������� ������� ���� ��� ���� ����������/ 6��� �����
6��� � N���� ����� ��������� ��� H���' ������� �������� 6��� ���/ ����� ����� � ��%
H����� ����� �� ����� ��������� �� ��� N����' ���� ����/�� �������� �� ������
J���������J' ����� ��� �������� �����* � �������� �6������ �� �.. ��� ����
��������' 
��� �( ��� �� �����������/ ��� ������H������ �� ��� ��� �������
���� �.. ��������* �� �� ������ ���� ��� ��������� �� ��������� ������� ��
��� �.. �����< �� ����������� ��� ��������� ���������� ��� �������� �� ��%
�������� ��������/'  � � �����* ��� ������/ �� �������� ������� ����� ��� ��������
��� ����� ��������' ,����������/* ��� ��������� �������� ���� ��� ������ ��
��� ���� �����/ 6��� ������ ��� ���� ������������� ����H������� ��� 6��� ������
6��� ��� ��<� �����' �� ���� 6�/ ��� ������� ������� 6��� ����� � �����/ �����
������'

���� "'"" ���������� ��� �C���� �� ����/�� �������� ��� ������� ��� �<�������%
����/ ������� �������� ����� ��� ��C����� ���� �����' ������ ��������� ���
�<����� ��� ���� ������ �� ��� �� � ������ �������� ���� 6���� ���������� ��� ����
�<�� �� ��� ������' �������* �� �� ������ �������� �� �������� ��� � ������� �����
�� ����� ��� ���� �C��� �� ���� ��������� �� ��6 N�����' ,�������� ��� �<%
����� ���� ���� �<������� � ��� �� �� ��� ��������� 3����/� �������5 ������ ���
��������' ���� �<������ ��� J��������J ����� ��� ��� ���� �� ������ ���� ��������
�� 7 QL��2'  �������/ ������� ���������� ��������� �� �������� ��� �������� ��
���/���/����'

,������/ ��������� ���/���� �� ��� �<����� ���� ��������� ��������' ,����* ���
��� ���� ���� ��� ���������� ����� �� � ���� �� ��6�/� ������ ���� ��� ����� ��
��� ������� �����/' �� ����� 6����* ��� ��������� �������� ��� �������/ ��������
�� ���� �<����' �� �� ������ ���H������ �� ��� ���� �� ��� ��������* ���� >���

&7



4������ "' �� ����� �������� �� ���/��� ���������


���� "'""� F�
 �������� �� �.. � �<���������� ���� ���� ����� ���� ���� ���
������� N�����'

�� ������ ������� ��� ��� �� ��������� �� ���� ���� �� ��' ��� ����� �� �����/
3��� ��25 ���� ������� �� ��� ���/��� ��� F > Fth �� ������� �/ Fth ��������� ��
��� )��� ������' .��������� �� ��� ������� �����/ ���� �� ��� �������� �����
�������� ���� ���6� � �����/ �������� ���� ��� F > Fth' �� �� ��������� �����/
���� ��� ��!�� ���� �� ��� �����/ �� ���������� ������ ������� ��C����* �����
������������� ������� ������ �� �<�����'

��'�+ ���	�#���
��� ����� ��� ���
��� ����� ����	
�� �� #���2
���� 56���
�	 �� ���7

�� ���� ������� � ��%������ �������/����� ����� �� ��������* �'�' � ����� ���� �����
���� ������� ��� ���%������� ������� �� ��� �������� ������� ���� ������'  �
����/ ������� ��� ����������� ��� � ����� �� ����� �� R";S' -�6����* �� ����� ��
������� ��/ ��������� �C���� �� ���� ����������'  ���� ������������� �����
��� ���� ��������� �/ ,������* �������� �� ��� R;S �� �<����� ��� �C���� �� ����
��>� ��� ���� �������' �� ����� ��� �� ��� ���������� �<������� �� "'&'= ���� ��%
����' �� ���� ������� 6� 6��� ���� �� ���� ����� ���� 6� ����������� ���������/'
,�������� ������ 6��� �� ���������* ���������� ��� ��N���� �� ��� ������� �����
��� �������� ���������� �� ��� ���� ����' ,���� ��� �.;&; �<����� ����� ���� ���
������ �� ��!������ ���� ������* ����H������ �� ��� ���� �<������� ����������
6�� ��� ��������' �� �� �������������� 6� ����� ����� ���������� ��������� �� R;S'
1�� ������������ �� ��� ����� �� ��� ����� ����� �� ���������� ��������* �������
���� ��� �� �<������ ��� � ������� �� ������< �� ��������'  � �� �� ����������/ ��%
�������� �� ������ ������� ���� �� ��� ��� ���������� ��� ���� ���/����* H�����
��� ��������� ���� ����� �� ��� ������� ����� �� ������ ����������' �� ��� ��
���������� �� �<������� �� ���� ��������� ����� ��� �� ���� �� ���������'
�� 6��� ��6 �������� ��� ��C����� ������� �� ��� ������ ��� ���������� ���������*
������������� ����6�/�* ���������� �������������� ��� ���� �<�������'

�,�� "�����������
 ��
����� ����
 �� :�!; ���@	�� ���� ����������
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��� ������ N< �� ��� ����� ���� �� �������� 6��� � ����������� ��������� ��
��� )���%0������ ���������� ��6'  �6� �����/ ����� �/���� 6��� � ����� ���
�<����� ������� ����� �� ������ ��� ��� ��������� ������������' 	���� �����
������������ 3��������� n0 ��� �����%������� σinit5 ��� ����� ��� �<����� �����
3��������� ������� �/ n15 6��� ���/ ������ � ������' (���<����� ���� ���� �����
��� ������ �� �6� 6�/�� ������ ��� ���������� �����/ �� ��������� ���� �����������
�����/ ��� ��� ����������� �������� ��� ����� ����� ����� 3�������� ����������
6��� ���� �������� kic5* �� ������������� ������������ ����� 3������ �������������
6��� ���� �������� kdd5' �� ��� ������ ���� ��� ����������� 6��� �����/ �� �������
�/�� 3��������� ������� �/ nmod ��� ���������� �����%������� σmod �= σinit5'
����� ��������� ��� �� ��������� ���

dn1
dt

∣∣
abs

= − dn0
dt

∣∣
abs

= σn0
I
hν

dn1
dt

∣∣
ic

= − dn0
dt

∣∣
ic

= −kic × n1

dn1
dt

∣∣
dd

= − dnmod

dt

∣∣
dd

= −kdd ×
(
nc−nmod

nc

)
n1

2��� ���� ������ ������������� ����� �� ����H�� ����������� �� ��� ����� S1

��� ��� ������/ �� ���� ����������� �/�� �� (nc−nmod

nc
) × n1'

 ����H�� ����������� ��� ����� �� �������� �� ��� �<����� ����� S1 ��� ����<
���� �� S0 3�������� ����������5 �� ������ ������ ��� �������� ����������' ��/������/
���� ����� ���� ��� ���%�<����� ���/��� ��� ����������� ����� 6��� �����%�������
σinit ��� ������� ������/ nc' 1��� ��� ����� ���� ���������� ��� ���/���* ���
����� ����� �� ������������ �� ���������� ����� ��� ����� ��� �<����� ������'

��� ���� �� ���� ��� ����<����� ���� 6��� ������� �������� �� � �����/ ���� ��
��� ������� ��� ���� 6��� ���� �� � ������/ ����H�� �������� ������� 6��� �����
����������� ���������������' ��� ����� ������/ �� ������������ nc �I��� n0 + n1

�������� ��� 6���� �������* �� ��� �C������ �����%������� �� ��� ������������
6��� ������ 6��� nmod ��������� ��

σ = σinit + (σmod − σinit) nmod

nthres
nmod < nthres

σ = σmod nmod ≥ nthres

6��� nthres ��� ��������� ���� ��� ��� ������/ �� ������ �����' ���� σ ��N����
��� ������ �� ������/ �� ����� ����� ������������ 6��� ����H�� ���������������'
�� ���� ��� ������/ �� ������ ����� �<����� nthres* ��� ���/��� ��/�� ����������
��� ������� ���� ��������'
�� ��� ���� �I������ �� �� ������ ���� �� ������� �����/ �� �������� �� ���
���� �� ������ ������������' .���%������ ���������� �� ������� �� ������%������
���������� �� � ���/��� �� ����/ ���/ ����� ��� ���������� ����� ��� �����%
���/ ��� �D������/ ������� �� �������� � ��������� �6�%������ ���������� �������'
1���� ����<����� ���������� �� N��������� −�������� ���������� ��� ����%
����� ��������− ��� �� �����/ ������� R7&S'
2�<� �� ������������� ����H�������* ����� �� ������� ��������� ������������ ����%
����� 6���� �� ����� �� ������� �����������' ��� ������������� ���������� ��
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���� "'"$�  ��������� �/���� �� ��� ���/���'

���� ������� ��
dnmod
dt

∣∣∣∣
therm

= ktherm
nc − nmod

nc
n0

6��� ��� ������� ���� �������� ��H��� �/

ktherm = Atherme
−Ea/kT

�5 .�����
�%�� �
��%�
����

,������ ���������� ��N���� ��� ����� ���������� �� ��� ���/���� �������� ���%
������� �������� ������� �����/* ������� ������������� ����� � �������� �������/
dH ��� ��C���� 6��� N����� ������� ���������' ���� ����� ���� ��� ���� �I������
���� ��� ������� ��������� ���� �� �� ��������� 6���

dT
dt

∣∣
ic

= − dn1
dt

∣∣
ic

× hν
cp

dT
dt

∣∣
therm

= − dnmod

dt

∣∣
therm

× dH
cp

dT
dt

∣∣
diff

= K
cp

× d2T
dx2

2��� ���� dH > 0 ��� � �������� ��I����� ����/ �� �����/ �� ����� �� ���� �����'
��� ������� ����������/ ��� ���� �������/ ��� ��������� ��� �I����� 3"'&5'

�5 ��%�� �	�
���� ��������

���� ���������� �������/ ��N����� ��� ���� ����� �� ������ N����� �� ��������/
���6� �� H��� "'7;' ����� �������� ��� ���� ������� ������ ��� �������� ������
�� ���� ������ � �� 7#4% 7#5 ��L�	' 
�� � ���� ������� �� 7# �� ����� ���������
��� ������ � 7# µ�' ��� ���� ���������� 6��� ���6 ������ ������ ����� ���� ����
�� 6� ���� ��� ����� ������ ������ ��� �/����� ���� ��>� ���� ������' -�6����*

	?�	 ���"�	����9 ��� �"��� �8 ����� ����	 �����"��	�� ���������� �� 3.4 × 104 ��&��
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���� �<������� ��� ���/ � ���� ��� ������ �����' ���� �� ��������/ ��� ���� 6���
��� ���� �������� ������� �������'
 ��/�� ���� �� ������� �� t0 6��� ����� ������ �6���� 6��� � �������/ vx'  �
���� �� �� ���������� ������ ��� �����/* �� �� ��������/ �������� �/ 6���� ��� ��
6��� ������ ���H���' 1��� �� ������� ��� ��� ������ 3�� t1 = t0 + d(t0)/vx5* ��
6��� �����/ �<���� 6��� �� ����� θplume' ���� ��/�� 6��� ��� ������ �� ����������
�����%������� ����� �/

σplume = σmod x < 0
σplume = σmod × 1(

1+
2vx(t−t1)

φ ×tan(θplume)
)2 x > 0

����� �<��������� ��� �������/ ��������� �� 3"'"5'

8�%��

�� ����������� ��� ,������ ����� ��� ������ ��� ������ �I����� ���������/'
��� �������� �� ������� �� ��/��� �� ��������� dx ��� � ���� ��������>����� �� ������
�� dt �� ��� ��� ���� ������'  � ����/ ������ i× dt* ��� I�������� ��� ��������
��� ����/ ��/�� �� ��� �����6��� ������

7' ���������� ����������� 6��� ������/ ����� ∂T
∂x |

x=0= 0 ��� T |
x=∞=

Tambient

"' .������� ��������� cp* K* σ ��� σplume

$' (��� �������� ktherm

&' ����������� �� I ������ ��� �������� ��������� �� ��� )���%0������ ��6

=' ��� �������� n0* n1 ��� nmod �� �� ���������� ��� ����<����� ���������

��� ����� 6�� ������� �� ���/����� ��� �������� �� 78$ �� ��� "&; ��'  � ��
�� ��D��� �� ������ ������� ���� �� ��� ������� ����� ���������* 6� ������� ��
���������� �� ���� ���/��� �� ��� ���� �������� ���������� ��� ������/ ���������
���� ���������' ����� �������� ���������� ��� ������>�� �� ����� "'G ��� �
���������� ���6��� �<���������� ���� ��� ����� ����������� �� ����� �� H���
"'"&' 2��� ���� � H����� αmod = 2.2 × 105 ��−1 �������� �����H�����/ ���� ���
���� �������� �/ ,������ 36.5 × 104 ��−15'

 ������ ,������J� �������� ����������� ��� ������ 6��� ��� ��/����� ����� ��
�������� ���� ��/ ����� 3���� ������H��5 �����* ����� ��� � ��6 6���������'  
H��� ����������� �� ��� ���� ���� ��� ����H�� ���������� ���D����� �� ��� �����
αmod �I��� ��� ���� ����������' 
�� �� ��� ��������� �� ��� ���� ���� �
��� ������� �������� 6����� ���� ��� ������� 3��� ���� 6��� 6��� �� ≤ $:
��� � ���6�� 6��� 6��� �� ≤ 7## ��������� �� R$7* $"S5' ���� �� �� ���������
6��� �� ������ ��� ��� ������������ ��������� ��� ������ ����� 3Nthres K & ���
�������5 ����� ��� ������� ��� � 6����� �� $;" ��' ,����* �� ������ ���� ��� �
��������/ ������������� ��������� �� ��� ����' ��� ������ ��� ���� �� ����

&=
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������� �	� � ��� � ������

dH ������� ��� ������� ���� �� 
��

������� 

����� �!���� "��#��� ��� ��$ ���

����� %�� ���& ���

αinit ��−1� 4.5 × 105 3.2 × 105 '�� (�' )$���)��� �� ����� '�� *�' ��+

���$)�, �� ��& ���

αmod ��−1� 3.5 × 105 2.2 × 105 ')��)�, 
�������� -��! !),!�� �!�� )�+

$)����$ ". ���� /��� �!�� �#)�� �!� 0����

��,,����$ ". �����

nmon��−3� 2.24 × 1021 -����� $���)�.�

Nthres �"�����

"��$������� 

� 1!)� )� �!� ��"�� �% "����� "��$� 
��

����� ����)��$ %�� �"���)��� 1�,��!��

#)�! Z = 10 �!)� ���� �!�� ��2 �% �!�

"��$� ���$ �� "� "������ 1!)� 0���� �)��

"��#��� ��2 ��$ 	�2 �� )�$)����$ ". ��+

�
���)0��. ��� ��$ �����
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�� ����� Z

�� 3% �!� ��� ��$�� �� )� ����� 4����. �#)��

�� �����$ ". ���� ���
������� $)5��+

���� )� nthres �

Ath ��−1� 1.0 × 1013 4����. �!� ��� �� )� �����

Ea ������� ��� �6���� �� 
�� ������� ����� �!���� "��#��� ��� ��$ ���

����� %�� ���& ���

kic ��−1� 2.0 × 1010 3�$�� �% �,�)��$� )� ,)0�� ". �����

kdd ��−1� 0.8 × 1010 3�$�� �% �,�)��$� ,)0�� ". �����


��� 0����)�.

�����

9.0 × 105 7��������$ ". ����

θplume �$�,� ���� 7��������$ ". ����

��%����)0� )�$�8 ���� 9��)���$ 0�����

Tambient �(� ���

τ ���� �� -������$ 0�����
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����� "'G� .������� ��� ����� ���������� ��� �� �������� �� 78$ ��� "&; ��'


���� "'"&� 4��������� ,������ ����� ��� �<���������� �������� �����'
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���������� 6���� ��C��� ���� αmod'  � ����������� �<������� �� ��� ����� 6���
��� ����������� �� ���������� ���������� ���D����� β �= αmod ��� ��� ����'
��� ��������� ���6��� �� H����� ���� ��� ��� ����H�� ���������� ���D����� ���
�������� ���� �� ��������/ ����� �/ ���� �����������'
 ������ ������ �������� ��� ���� �� ��� ������ ����� �� ��� ��������� ����� �� ��
����<����� ��������� �������� ��� ��� ��� ������ ����� ������ �� ��� ��������
���� ��� ��<� ���� �����* ������������/ �� ��� ���� �� ���6��� ��� �����' 2���
���� ����� ������ ����� ��� �� ����������� �� �� ��������� �C���� ��� ��������� ��
� ���������/ ����H�� �������� 6��� � ��C����� ���������� ���D�����' �� �� ������
���� �� ���� ����� ���� ������� �� ������� ����������� ����� ����* ������� �� �
�������� �� ������ ����� �� ����' ���� �C��� ��� �� ����� ���� ������ �/ ������
� ����/ ���� nmod/τmod �� ��� ���� �I����� ��� nmod' ���������� �� ��� ��������
τmod �� ��� �� ������ ���� �� �� 6��� �����/ ������ �� ��� ���/��� �/��' �.. 
�� ���6� �� ���6 ��������� �C���� 6���� ��� ����������� �� ��� ���������� ���� ��
��� �����* ���������� ���� τmod �� �������/ ���/ �����' 1� ��� ����� ���� ���������
���/� � ����� ���� �� ��* ��������� ���� ��� �������� �� ���/ ����� �� ���� ����'

��:%���� �" �&� �
�� 
�� �
����
� �
�
�����

)���� �� ��� ,������ ����� �� ��� �� ����H�� ��6 ��� �������� ���� 3���� �����
����� ���� N����5 ������ 6��� ���� ����� ��� �������� ����������* �� ���������
��� ���� ��������� ��� ����<����� ��� ������������' �����������/ ����� �� �� �<���%
������� ���H������� �� ���� �������� ���������'
�� ���� �� �� ��� ����������� �� �����/ �������' ��� ��N���� �� � ������ ���������
������ �� ��� ���� ����� �� ����� �� H��� "'"=' �� ��� ������� ����

•  ������ ������� ������������ ���� 3������ Atherm ���L�� ������� Ea5 ��%
������� ��� ���� ���� �����������/ ��� ��������� ��� ��������� N���� ���
�������� �� �<������'

•  ������ αmod ������ �� ������ ��������� �� ��� ���� ����* �� ��� ������
�C��� �� ��� ��������� N����' ��� ��������� αinit ���� ��� ��N���� ���
���� ����� ���������/'

• ��� ����� �� ������������ Z ���� ��� ��N���� ��� ���� ����* �<���� 6���
�� 3������5 �I��� ��� ��������� ���� ��� ������������ Nthres' ��������� ��
�����H�� ������������ 6��� ���� ��6�� ��� ����������/ �� ���������� �<��%
������ 6��� nmod �����<������ nthres'

•  ������ ��������� ���� Nthres ��� ������ ����� ��� ������� ������ ��
���6�� �������� ��� ������ �������� ��������� N�����' ���� nthres �I���
��� ����������� ������/* ���������� �������� �� ���� ����� �� �������� 3��
�� ��������� �� ��� �����H�� ������������ �� ������ �����5'

•  ������ �������� �������/ ��������� ��� �������� ������� �� ����/ ������
���� ��������� ��� ����� ���������� ���� ��� ��� ���6� ��6� �������
������������' ,���� ������ �������� ����� ����� �� ��6 N�����* ��� �C��� �� �
������ �������� �������/ �� ��� ��������� N���� �� ���������'
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• ���� ������������� ����H������ ������� ��� �������� ����<����� �������
���� ��� �<����� ����� S1* �������� ������ �� ��6�� N�����' ,���� ����� �� ��
������� ���������� ��I���� ��/���� ��� ��������* ����������/ ����/ ������
�� ��� �� �������� ��� ������/ �� ����H�� ������������ ��� ������ �����/ ��
���� �� ��� ���' -�6����* ��� ������� ���� ���� ����� 3�� N����� ����� 7##
�QL��25' 
�� � ������������ ������ �������� �������* � ���� ���������
��������� �� �������� �� ��� ����� �� ��� �������� ���� ������� �������' ����
�������� ��� �� �<������� �/ ��� ������� ������������ �������� ktherm* 6����
�� ���/ ���������� ���������'

��� ����� ����� ��� kDD ��� kIC 6��� ������ �� ���� kDD + kIC �������� ��
����� �� ������� ��� ������� ����<����� ���� �� $= ��'

��) !����� �����������


��� ��� �������������� �� ���� �������* ��� ��� ������� ���� ���������� ���%
��� �� ������� �������� ��� �� ������H�� 6��� �����H� ����� ��� ����� ������
������������' ���� ���� ���6����� �� �� �������� �� �������� ���/��� ������ ��
����������� ������� ��������� ����� �� ����� �� ������� ������� �������� ����������
�� ������ ���������� ��� �D����� ������������� ���� ������ �����������' ��� ���%
��� �������/ �� ��������� �� �� ��������� ��� ����� �� ��������� �������� ���� ��
��� ������ ����� �!������ ���� ��� ������' 0������ �� ��� R$&* $=S ���� ��������/
������������ ��� ��������� �� � ����>��� ���� 3%2K2%2Y5 �� ����� �������' ���� ����%
������ ���/��� ������� � ���/ ���� ���������� �� ��� $7#%$=# �� ������* ��������
�� ������ ���������� ���D������ �� ���� �� 1.0 × 105 ��−1 ��� 6.6 × 104 ��−1 ��
�����������/ $#; �� 3T�4�5 ��� "&; �� 3F�
5' ��� ���� ������������� �������
��� �������� 22 ��� ����/� ��������' ���/ ��� �� � ������� ���* ����/��� �6�/ ���
������ ���������' ��� ������� �� ��� ����>��� ���/��� 6�� ���� �� ����� ��� ���
6��� ��� ����� ����* ������/ ���������� ������������� ������� R$=S'  � ��� �������
������������� �� ����������/ �� �<�������� ��������* ������� ��������� ������ ��
�������/ ������� �� �������� �� R$&S'

�� R$:S ��� �������� ���������� �� ��������� ���/�������� 3���� ������� 6�� ���/%
���������5 6��� ������������ ��  �
 ��� F�
' �� 6�� �������� ���� ���/����
����� �� �������� �������� ���� �� ����� ���������� ���D������ �� ���� ��
9.8× 104 ��−1' ���/ ������ �� �� ��� ���� ��������� �� ����� ����������� ���� ���
��������� ��������* 6���� ������� ���������� ���D������ ��6� �� 1.9×104 ��−1'
��� ����� �� ���� ��� �� �� �� �������� ������/���� �� ��� ���/��� ����� �� ���
������ ��H��� �������� �������� ���� �� ���� �� ��� ��������� �/��'  �������� ��%
��������� ��� �� ���� �� R$:S ��� �� ����������� ��� ����� ���/���� �� ����� ��
R$GS'

��- ,����
��


���/��� ��������� ��� ���/ ���� ��������� �� ��� ��* �������� ��� 6����������
������� �/ �<����� ������'  ��������� ���D������ �� ����� �� 1.0× 105 ��−1 ���
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���� "'"=� ��N���� �� �������� ���������� �� ��� ���� ����'
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�� �<�������' ����� ��� ����� �/ ��� ���� ������/ �� ������������ ���� ��� ��
�<����� �� ������ ���������� ������'
�<����� ����� ������ ������������ �� ����� ��������� ����� ��� ���� � ���������%
��� ��� ������������� ����<����� �������' �� �� ��� ����� ���� ������� 3�����
�� ��5 ��� ��� ���� ����������* ��� ������������ ����� �� � ���/ ������� ���� �����
��� ����� �� �<������� ������� �� ��� ���������� ��������' ������������/ �� ���
��������� ������������ ����6�/* ��� ��!����� ������� �����/ �� ��� �������� �� ��%
H������/ ������� �/ ��� ����������� ������������� ���������'
 ������ ����� ����� �� ��� )���%0������ ���������� ��6 ��� ���� �������� ��
������� ��� �������� ���� �� ���/����' ,������ ���������� �� ���� ����������* �
������ ��������� ����� ��������* ������� ��C���� ��� �������� �C���� ��� ���
������������ �� ���� ������ )��� �����' ���������* 6� ����������� � ���� ������%
������� ������ ����� ���� ,������ �� ��' ��� �������� �� �� �<���������� ������'
.��� ������� �� ��� ��������� �� ���� �������� ���������� �� �������� �� ���� 6�/'

=#



#������� # ��������
�����
� 
��
���� ����� �������
���� $
�� �� ���

4��� ������ ��� ���������� �� � ����� ���� �� � �������� ��� � "%�����/ �/����
��� ��� ������������' ��� ������������ �� ��� ����� ����� ��� ������ �������
��� ���������� ����<����� ���� ��� �<����� ����� ����� ����� 6��� � ���� ��������
τrelax'  �� �������� ������ �����/ �� �������� ������ ��� �������� �� ������� �����/
��� �������� ����������'

��� �������� �� ���������� �� ������ � ������� ���� ������/' ��� ������� �����%
������ ���� ���� ������/ ����� ��������� �� ��  ������� ��6 ��� 6��� � �������
�������� ����� �� ��������* ��� �������� �� ���������� ����������' -��� ��C���� ���
���� ����� �������� ��� �������� �������� ����� ��� ����� ��� ����� ����'
��� �������� I�������� ����

• ������� ����� ��������/ I(x, t) ������ ��� ��������'

• 4���������� ������/ �� ��� ����� ��� �<����� �����* �����������/ n0(x, t)
��� n1(x, t)'  � ��/ ���� n0(x, t) + n1(x, t) = nchrom* ��� ����� ����� ��
������������'

• ���������� ����������� T (x, t) ������ ��� ��������'

• 4���������� ���������� �����%������� σ(x, t)* �I����� σsolid �� σplume ��%
������� �� ��� ����� �� ��� ��������� ����� �� ����������' ��� ���� ��%
�������� 6�� ����� �� �� �<������ ����� �� ��� �������� ������ ���������
�� 4��� �������� σplume'

• 0���� ���� ������/ nbonds(x, t)' ��� �������� �� ���������� ���������� 6���
nbonds(x, t) < nthres'

4������� � ���� �� �������� ���� �� �<����� �� � ����� ���� ����� ��� ���� ��������
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4������ "' �� ����� �������� �� ���/��� ���������

t = [0, τ ]' )����� ��� ���� ���� ��� ������* 6� ��� 6���� ��6� ��� ��� I���������

I(x) = 0
n1(x) = 0
n0(x) = nchrom
T (x) = Tambient
σ = σsolid

 � ���� �� ��� ���� ���������� ��� ��������* ��� ��������� �I������ ����������
��� �/������ ������ ��� �������� �������

dI
dx = σ(n0 − n1)I

dn1
dt = σ(n0 − n1) I

hν − n1
τrelax

n0 = nchrom − n1

dT
dt = (n0−n1)σI

cp
+D dT 2

dx2

dnbonds

dt = − (kTh ) e−Ea/kT

6��� h ������J� ��������* hν ��� ������ �����/* D ��� ������� ��C�����/ ���
Ea ��� ������� ���������� �����/ ��� ���� ��������' 2��� ���� ���� ��C���� ��
������� �� �� ����� ����� ��� ����* 6���� 4��� ���/ ���������� ��C���� �����
��� ����� ����' ��� ���� �I������ ��� ��� ����������� ��������� 3�<����� ���
����� �����5 �� ��� ����������� � ���� �� ������������ �� �� ����%��������*
6���� �� �� ���������� 6��� 4���J� ����������'
��� ���%�<��������� ���� �� ���  ������� �I����� 3kTh 5 �� ������� ���� �/����
������������ �����/ R7S' ��� �������� �� ��� �<������� ����� ��� �� ��������� �� $= ��
R7&S'

 ���� ��� ���� �� H������* ��� �<����� ������������ ����< ���/ ���� �� ��� �����
�����' ��� ���������� ��� ���� ������/ ������ ��������� ���

∂T
∂t = D ∂2T

∂x2

dnbonds

dt = − (kTh ) e−Ea/kT

��� �I������ ���� ���� ������ ���������/� ��� �������� ��� ���� ������� ����
������� ���� ����� �� 7 �� ��������� ��� ��� ���� �������� ��� ���� ��������>�� ����
���� ������ �� 7 ��' ��� ���������� ������/ ��������� �� ��� �������� ������
��� ���� ����� dT

dx

∣∣
surf

= 0* ��N������ ��� ������� �� ������� ��������� ���� ���

����� �������� ���� ��� �� ����' ��� ���� ����� 6�� ������� ��������� �� H���
"'$ 6��� � 
�-. ������ �� 7: ��'

="
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R7S ,' 4���* 
' )���* 4' 1��� ��� )' )�����* V������������ ����������� �� ���/%
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���� �������� �� ����� �� � ����� ���� � ���������� ���� ��� �����/ ����� ��
�������* �� �� �������� ���� � ������ �� ������� �� �������� ����� ���� ����������'
��� ������ �����/ hυ 6��� ���������� �� ��� ��C������ �� ������ �� ��������
�����/ 3∆E = E2 − E15' ����� ��C����� ��������� ��� �� ������������ 3H���
$'75�

• ���������� ���� � ������ �����/ ����� �� � ��6�� ���* ����������� �/ 
������
����
 ���

��� �� � ������' ��� ����������/ �� ���� ���������� �� ������������
�� ��� ��������� �� E2 3������� �/ N25'
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���� $'"� 0���� �����H������'

• ���������� ���� � ��6�� �����/ ����� �� � ������ ���* ����������� �/ ��� ��

������� �� � ������ ������' ��� ����������/ �� ���� ���������� �� ������������
�� ��� ��������� �� E1 3������� �/ N15 ��� ��� ������ ������/'

• ���������� ���� � ��6�� �����/ ����� �� � ������ ��� �� �� ����������� 6��� ��
�������� ������' ���� �� ����������� �/ �������� �� ������� ������ �� �����
6��� ��� ���������� ��� ��� �� ������ 
��������� ���

���' ��� ����������/ ��
���� ���������� �� ������������ �� ��� ��������� N2 ��� ������ ������/'

���� � ����� ���� 3������ N< ������� �/ Ip5 ���������� ������ � ����� 6���
��������� dz ��� 6��� �� ������ �� �������� ∆E �������� ��� ������ �����/
3H��� $'"5* ��� N< �� ��� �<�� ����� �� ��� ���� ��������� ��� �� ��������� ��

Ip + dIp = Ip − C1N1IP dz︸ ︷︷ ︸+C2N2Ipdz︸ ︷︷ ︸+C3N2dz︸ ︷︷ ︸
absorption stim. emission spont. emission

6���� Ci ��� ��������� ���� ��� �� �<������� �� ����� �� ��� �������� ���D������
��� ��� ����������� ����� �� ��� ���� �� ��� ��������' ,��������� �������� ��
�� ��������� ������� ����� ��� ������� ��� ������� �� ��� ����������' 4����I����/*
��� ����������� �� ��� ���� ���� ������ ��� ���������/ ����� �� ��� ���� �����%
���� �� ��� �������� ����* ��� �� ���������' )���� �� ��� )���>���� �����/ ���
�����/ ����� ���������� �� ������� �I�������* ��� ���D������ C1 ��� C2 ��� ��
���������� ��������� ��� �I�� ������������ ��������' ��� N< ���H�� ������ � ����
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I = I0e
C1(N2−N1)z = I0e

gz

I0 �� ��� ���� N< �� �� ������ ��� ���� ��� g ������� ��� ���� 3�<������� �� ��
−15'

��� ���� �� ������ ��� ���� ����� �� ������ �����'


��� ���� �<�������� �� ��� �� ���� ���� �����H������ �� ��� ���� ��I���� N2

�� �<���� N1* � �������� 6���� �� �������� �� �� ��������� ���������' (�������
���� ����� ��I���� �� �<������ J������J ������� 6���� �������� E2' ���� ��� ��
������������ �/ ���� � $%����� �� &%����� �/���� 3H��� $'$5' �� ���� �� � $%�����
������* � ������ ��������� ��������E3' 
��� �����* ��� �<����� ����� I����/
����< �� E2' N2 6��� ������ N1 ��� �D����� ������ ��� ����� �����H������ 6���
���� ��� ��6 I'  � I ���������* ��� ������ ���� �� ��������� �������� 6��� �����
����������� E2 ��� 6��� ���� �� ���� ���������'  ������� �������� ����� ��� �
&%����� �/����* ������� ��� ��I���� ������ ��� ��������� ��������� �� ��6�� ��
���� ���� �� �� ��� �������� �����/ ����� E2 3����� 6��� � ����� ��������5'
1�� ����� ���� ��� ���������� ���� ��� �������� �����/ ������ ��� �������� ���
6���%��H��� �����/ ������' -�6����* ���� �� ��� ���' �� �� ������ ��� ��������
����������* H���� ��������� �� �<����� ��������� ��� ����� ����������* ��� ���� ����
6��� ������ � ������� �������� 6����'
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2�<� �� � ���� �����* � ����� ���������� ����� � �������� ��������� 6���� ����%
����� ��� ����� ������� ����� ������ ��� �����H/��� �����' �� �� ���� �/����
6���� �� ����������� ��� ��� �����6 �������� 6���� �� ��� ����� ����' ��� ��������
�� �����>�� �/ ����������� ��� ���� ����� ���6��� " ������� 6���� ��� �� ������
���/ �� ��������/ ��N������ 3H��� $'&5' 2��� ���� �� ����� ��� ������ ��I���� ��
�� ��������/ ��N������ �� ����� �� ��� ��� ����� ���� ������ ���� ��� �����/'
4���������� ��� ������H�� ���� �� � ����� 6��� ����������� ������ ��� �����/* ����%
���� �� ���/ �������� 6��� ��� ����� �� ��� 6��� ����� ��� ���� ��� ����� �������%
���� �� � ������� �� 2π 3����������� ������������5'  ������ � ���������� ����< n
��� ��� ���� �����* ���� ����� ��������� �����

φroundtrip = 2nkL = 2mπ ⇒ L =
mλ

2n
3$'75
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���������� �������� �� �����H�� �� �� ��������� ��������� ��� ����� ����������
�������/ ������ ��� ���� �����' 1��/ ��� 6��� ����������� ���� ��� �����
���6��� ��� ������� ��� ������/��� ��� ����� ��������� 6��� �� ��<�����/ �����%
H�� 3������� ����� �� ��������� ������ ��� �����/5'  � ���� �� ��� ��� ������
������/ ������� � ������� �����* ��� �������� ���� 6��� ���� �� ���/ ��� ��� �����%
����� �� E1 ��� E2 6��� ����� �� �I�������' �� ���� ������ ��� �����6��� ���������
�� �����H���

r1r2e
2Lg/2e−jφroundtrip = 1 3$'"5

�� 6���� ��� ����%���� ���� �� ��� �����H������ ��� ��� H��� �������� ����� �
�������� �� ��� �����/' 2��� ���� ���� �� �� ��������%������� ���������* 6���� ���
���� g ������ �� ��������/ �����H������'

�I����� 3$'75 �� �����H�� �/ � ����� �� 6���������� ������ �/ ∆λ = λ2/(2nL)'
��� H���� ������� �� ����� 6���������� ��� ������ ��� ����������� ���� �� ���
�����/' ��� ��� 6��� ��� ������� ���� 6��� �� ��� ������ �����'

.�
����
� �
�� ����

�� ��� ������� �����/ ����/��� 6� ������ � ����� 6��� ����������� ���6���
��� �������' �� ������/ ��� �����/ ����� 6��� ���6 � H���� ����������� �������
6���� �� ��� ������ ���� ��� �����%�������' 4�������� 3$'"5 ������� ����� ���
�<������� ���� � ������ ���� ����� ��� � ������ ��� ���� ����������� �������
����� ��� ��������' ,��� ����������� ����� ��� �������� �� H��� $'=' 2���
���� ��� ����/ ����������� ����* � ��� �� ����������� ����� �<����' �� �� ������
��C������� �� ����������� ��������� ��� ��� ��C����� ����������� ����� 6��� ���
���� ����������� ���� �����* ����� ����� 6��� �� ������ �� ��C����� ���I������'

�B���

# ��� ���� 3�

 �� �
����
# ��>�	��� 8�	 �������	��� ���� ���	 ��� ���� ��6�����
,��� ����� ���� ��
# ��� 
����������
 ���� 3��� ��� ������� ���� ��� 	���� � ����# 	�����	�"
��"
�@������ ����	 ��������	# ����������� C�3��	7 ����	 ���� 3��� � �
����
# 
�3�	 ���� ���
�
�� ����

��� ��� �� � "�3�	 ����	������� �8 ��� �"��������� ���������
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���� $'=� ����������� ���� ���H���'

*�
� ��&������

1�� �� ��� ����������� ���������� �� � ����� ���� �� ��� ���� ������ �� ���������'
4�������� �� ���������� 6��� ��� ����������� ���6��� ��� ������ �� �� �.%6���
�� �6� ��C����� ������ �� ����� ���L�� ����� ������ ����� �� � 6���%��H��� ����%
����������� ������������ ���6��� ��� �6� ������ 3�������� �����5 �� ����� �� ���
3���������� �����5' �� ����� �6� ������ ��� ������� �� ��� ���� 6�������� �� ��� �.%
6���* ��� ����� ����������� �� ������ ������� ���������M �� ��� �6� ��������� ��������
��� ��� ������ ��� ������� �� �6� ��C����� ������ �� ����* ���� ��� ����������� ��
������ �������� ���������' 1���� � ����� 6��� ���/ �� �������� �� � ������� �<����'


�� ��� �������� ��������� ��� ��H��� τc �� ��� ������ ����� 6���� ��� �����
����������� ����������' ��� ���������� ��������� ������ Lc �� ����� �/ Lc = cτc
3c �� ��� ������ ����� �� ����� �� ���� ��� �I��� 3 × 108 �L�5' ��� ��������
��������� �� � ����� ����� �� ���������� �/ ��� �������� 6���� �� ���� 6���� ∆ν�
τ 	 1/∆ν'

��� ����� �/�� �� ���������* ������� ���������* �� ����� �<������� �/ ��� ����
��������� M2'  ��������/ �������� ���� 6��� ��������� ������ � ����������
����� 6��� ������ �<������� �� ���������� �������� �/ ��C������� �C����'  
���� 6���� �� ��� ���������� ���/ ��������* 6��� ��C���� 6��� � ������ ����������
�����' M2 �� ��H��� ��

M2 =
πnθD

4λ

6��� θ ��� ��� ��� H��� ���������� �����* D ��� ���� �������� �� ��� 6���� ��� n
��� ���������� ����< �� ��� ����������� �����'

:7



4������ $' .������������� ���/���� 6��� �� �<����� �����

��� ������ ���� ��>� Dspot ���� ��� �� �������� 6��� � ����� ���� ���� � ����
6��� ����� ������ FL �� ����� �/�

Dspot = M2 4λFL
πnD


�� � ��C�������%������� ���� M2 �I��� 7 ��� ��� ������ ���� ��>� �� ����� �/
4λFL/πnD'  ��� ��C�������%������� ���� 6��� ��� ����� �� � ������ ���� ��>�'

�� ��� ������������ �� ��� ����* ��� ���� �������� 6��� ������� ���/ �������/ ����
��� ���� ��>�' �� ���� �����<� ��� (�/����� ������ �� ��H��� �� ��� ���� ��������
������� �/ ��� ��� ���������� ������

zR =
Dspot

θ


�� � ��C�������%������� ���� ��� (�/����� ������ �� πD2
spot/4λ ��� ��� �� ���%

������� ��� �������� ���� 6���� ��� ���� �������� �/ � ������
√

2 6��� ������� ��
��� ���� ��>�' ��� ��� �������� ���� 6���� ��� ���� ��>� ���/� 6�����

√
2Dspot ��

������ ����� 1� 
��� 3�1
5 ��� ��� �I��� 2zR' 2��� ���� � ������� ���� ��>�
6��� ����������/ �������� ��� �1
' 
�� � ���%��C������� ������� ���� ��� �1
 ��
����� �/ 2zR/M2'

����� ���
��� ������

�%��� �	����� �
���

�� ���� ����� � ��� �� �<����� �������� ������ �� ������ �����' �<����� �� ��
������������ �� �<����� �����* 6���� �� � �������� �<����� ������� �� � ����� 3����5
��� ���� R ��� � ������ ����H�' ��� �������� ������� �� ���� �� �<����� ������
���/* 6���� ��� ���������� ����� ������ ��� ����/ �������� �� ���/ 6����/ ����'
��� �����/ ������� �� ��� �������� �������� �� ����� �� H��� $':'
4������� ��� �<����� ��� F�
 ����������' ��� �����6��� ��������� ��� �������� ��
�������� �� �<����� �

e− +Kr → 2e− +Kr+

e− + F2 → F− + F
Kr+ + F− +B → (KrF )∗ +B

3$'$5

��� ��������� ��� ���� ��������� ��� �� ���������� ���������' ��� �C�� ���* �������
B �� ��� �������� �I������* ���� �� ��������� ������� ��� ������ ������������ ��
�����/ ��� �������' ,������ �C�� ����� ��� ����� ��� ����' �� �� ���
�������� ����� �� ��� ��������� ������* ��� ����� �������� �� ����� ����'

 � ��� ������ ���������� ����� ���6��� �6� ���������� ������* ��� ������� �����
�/������/ ��� � 6��������� ������� �� ��� ���������� 3��5' ��� ��6�� �����/ ����� ��

�/ ��	� ��		��� ������
���	� �� �6��"
�6 ����� �� �6����	 	�8�	� ��	���
# �"������ �� � ��������
�6����� ��
���
� �8 ��� ���� ����7 ���� ?2� C�3��	7 �� 
���	���	� ��� ��	� ��6����	� �8���
	�"
���� ��6��"
�6�� D� 3�

 ���	�8�	� ��� ��� ����������
 ��	����
��#�
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���� $':� ���������� ����������� ����� �<����� ������'

��� ������ ���������� �� ������ ����/ �� �� ����� ����/ �� ��� ���%�<����� �������
3����� �� ��5 ��� ����������� ������ ��6���� ��������� ��������� �� �<������ ��
� &%����� �/����' ��� ����� �����H������ �� �� ��� ����� �� #'7%#'" ��−1 ��� �����
�� ��������� ����� ���/ � ��6 ���������'  � ��� �����/ ������ �� �/������/ �������
���� �� ��* ��� �<����� ����� ���� 6��� ������� � ������� �� ����������� �����'
�� ��������* ��� N�� �����/ ������� ��� ��� ������� �� ��/ ����%��������� �������
������ ��� �����/ ��� ����������� ��� ��� �<�������� �� ���/ ����������� ����� ��
� ����� ����' ��� �����* �����/ ��������� ���� ���������/ ������ ��� �������
��������� ��6� �� ��� ����� �� 7##%"## µ�' ��� �������� ��������� ������ ��
���������� �/ ��� ������ ����� ����6���� −�/������/ #'= ��− ��� ��� �� ���������
�� 7##%"##µ�' 4������/ �� ����� ��� ����� �/��� �� -�2�* ��� �����/ ������� ��� ���
���� ����%��N������� ��� ���� ������ �/������/ ��N���� 7## O* �� ��� ����� ������J�
��6�� ��N������ �� �������/ ������ ����� $# O �� �� ��� ���� �����H������ �� ���
���� �����' 
������ ��N������ �� ��� ���� ���%I���> ��������� �� ����� �����������/'

�����/* �� ����� �� ����� ���� � �/����� �<����� ����� 6��� ���� �� �������>��
���� �� ����� �� �� ������>����� ��������� ������� ������ ��� �����/'

�	����� �
�������&

 ������� ����������� �� � ������� 34� �� 
5 ��� � ����� ���� 3 �* F�* T�5 �����
������ �������� �� ��C����� 6����������' ����� $'7 ����� �� �������6 �� 6����������
���� ��� �����������/ ���������' 
�� ������� �� ������������* 6� ����� 
2 6����
���� ��� ������� � ���� 3�����5 ��� ����' 2��� ���� ��������� �� 
2 −��� �� �
������ �<���� ����  �
− �� �������� �/ ���' �� ���� ���� �������� ��� �� �������/
�����/�� ��� ���� ���� ������ �� ����� �� ����� ���������� �/ 12 ��� 6����
��������' ���� �� ��� � ������ ��I������� ���  �
 ����� ��� ��� ���������� �� ���/
#'7%#'" ��� �����' -�6���� ��� ���������� �� ����������� �/ �>��� ���������*
6���� �� � ��>����� ���'
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(- ������� λ R��S hν R��S �������

2 7=G G'8 -������ ������ �����/ ��� �� �<�����

����� ��� ��������� ������� ��� ��%
������� �� ����%������� ��������� ��
I���>'

 �
 78$ :'&$ �����/ �������� ���� ��������� �� ����%
��� ��6�� �� ���� �D����� ���� ��� F�
'
��� ����� 6��������� �� ����������� ���
��� ���/ ����� ���������� ������� ��
������ ���/����'

F�
 "&; ='## 1����� ����������� �� ��6�� ���
������ �D�����/' ����� ��� �����������%
��� �������'

T�4� $#; &'#$ 0��� �������� �� ��� H��* ������ ������%
���� ������� �� ���/����'

T�
 $=7 $'=& ���/ ��6 ������ �����/* ���� ����������
��� ��������� �������'

����� $'7� 4��������� �<����� 6����������'

.��&������

4������� ��� ����� ������������ ��� ��� ��������� �� 3$'$5 ��� �� I��� � ������%
������� ���������' �� ����� �� ��� ��� ����� ���������� ���� 6��� � ���� ����������/* �
������ ������� �� ������� ����������� �� ������' ������ �� ��������� ���������
�� �����>�� �/ ��������� �<�������� �� ��� ���' �� ������ � �/����� ��������� ��
��� �<����� ����� ��������/ ��� ������ 37#15L��35* ������ ��������� �� ��� ����� ��
7#3  L��2 ��� ��I���� ���� ��� ������ ��������� ����' ,���� ��� �������� �� ���
�<����� ����� ��� �� ��������� �� ����� = ��* ��� ��������� ���� ����� �� ������
�D������/ ����� ��� ���� �D�����/ 37# �� $# ��5' ���� ��6��� � �� 7#9 � ���
��������� �/ ��� ����������'  � ��� �<����� ��� ��������� �� �����/ ��6 3∼ 0.1 Ω5*
���������%�������� ��I���� � ����%������� �������/ 6��� ��6%���������' ���
��������� �� ��� ������ �� �/������/ � ������ ��� 6��� � ������ �� ���� 7 �����'
,���� ��� ��������� ����� �� ���� ����� �� � ���/ ���������� 6�/ ���� ��� ������
�����%������� �� ��� ���������* ��� ��� ����� � ����������/ �<������� ����� ������/
�� 7#7%7#8L��3 ������ ��������� ����� �����' ���� ���%����>����� �� �����>�� �/ ���%
����>����� ���� 3H��� $';5 �� ������ 6��� ��� ������� ����������'  ��� ���������
�/��� �������� �� ��� �����6��� ����� 3H��� $'G5�

7' 4������� �� ��� ���� ��������� ��������� �/ � ����%������� ����� ������ �
�������� ��������'

"' ,6������� �� ��� ��/������* ������ �������� �� ��� ������� ���������� ������
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���� $'G� ����� ��6�� ������� ��� ����� ��������� �/����'

��� ����� ���%��� ����' ��� ������ ���� ��� ��������/ �� ����� ��� ����>���
��� ��� ���6��� ��� ����������'

$' 1��� ��� ������� ���������� ����� � �D������/ ���� �������* �������6� ��
��� ��� ����� ��� ��������� ����� �����'

&' ����� ��� ��������� ��� �������� �� ������ ���� ��������� ��������� ���
����� �����H������ �����'

 ���� ��������� ��� ������ ��� ����� ���6��� ��� ���������� ����� ��� �����������
�� ����� ��������� �������������' -��� N�6 ��� ���������� �/����� ��� ��� ��� ����
������'

�� �� ���%����>����� ������I�� ��� ����%��%���� �����/ ���������� ��� ���/ ���%
���� ��� ������ � �������� ��������� �� " O'

 ������ ��������� ������������� ���� �� ����������� �� ��� ����� �����/� ��� ���
��< ��I���� � ������� ������� ������� ��� ������ ����� ���������' �����������/
����� �������� ����� �����/ 6��� ��������� ������ ��� ������ ������� �� � ���������
�� ��� ������� ������� ����6 ��� ������ �������������' �� ����� �� ����� ���
�������� �� ������� ������� �������� ��� ��� �������* ������� ��������� ����� ��
������� �� ��� �� �������� 3�'�' ������� �����5' ���� ����* ������������ ��� �
�� ��� ������ �� �� ��������� �� ��� ��� �/������* ��������� �������* ���' ���������
�� �� ����������� �� ��������� ����� ������ ������������ �/ � ����������� ��������
���� ���� �� ����' �� ������� ��� ��������� ��� J�����������J �/ ���������� �
���%�������� ��/�� �� ����� ������' �� ���� 6�/ ��� ��������� ��� �� ������ �������
��� �������'
����� ��� �6� 6�/� �� ��������� ��� ����� ������� ��� �������� �� �� H�� ��� ������
6��� ����� ��� � ������������ ����� �� ������� 37# ����� ��� ������� �������
��I���� ��� ������5 ��� 7# �� 7= ���� 6����� ��������� ��� �����' ����� ����
����* ��� ������� ��� ����� 6��� ��� ��� ��������� ��� ������������ ������ ���
������'  ������ ������I� ��� � ��� ��6�� ������� ������� ������ ��� ������ 6����
��� ����� �� �������� 6��� � ��6 �<�������� ��������� ��� ���� �� ���' ��� ����>��
������� 6��� ����� ����� 6��� ������������� ���������' ��� ������ �� �����������
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���� $';� ������ �� ��� ���%����>����� ���� ��� ������� ���������� 3�5' ��� ������
����� �� ��� ���� �� ��� ������ 3�5'


2  �
 F�
 T�4� T�

���� �����/ R�QS $# "G= &=# "=# "##
��<' ���' ���� R->S "## "## "## "## "##
������� ��6��1 R�S : &= ;# &= $=
���� ��>� R��×��S 7#×"#
���� ������ R��S 7# �� $#
1 .������ �� ��<��� ���������� ����'

����� $'"� �/����� ��������������� �� ���������� �<����� ������'

��� �� �������� �/ ��� ����� �� ��� ���������� � ��� ���� ��������� ���� �� �����
�� ������� ������� �� ����� ������� �� ��� ��������� �����* ��� ������ ���� �����
��������� ���� �����������'

��� ������ ����/ �������� �� � ��������� ����� ������� 6��� ���/���/� ��� ��N��
���������� ��� ��� ������ ��������' 4��������� �<����� ������ ����/ ������
������ ���6��� ��� ���� ������ ��� ��� ������ ����� �� ���������� ������ ��������
��� ����������� 3H��� $';5'

�<������ ������ ���/ ��������� �� ���� ��>�* ���������� ����* ���� N���� ���
6���������' �/����� �����H������� ��� � ����%��6�� �<����� ����� ��� ����� �� �����
$'"' ,������ �/��� ����� ���� ���� N����� ��6� �� 7# �Q' ����� $'$ ����� ��
���� �� ��� ����������� ������� ��� ��������� ����� ��� �� �<����� ����� ���������
�� � ��������� �����������' 2��� ���� T�4� �� ��� J��������J 6��������� ���  �

�� ���� �<������� ���� F�
 ���������'

::
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������  
6� ��� !
� �5�

������� ��!������ 7#6 %
��� ����������� 7#7 Y7=J 7#
������ ����������� 7#8 Y7=J 7#
����� ��� �<������ 7#9 Y&� :=
-� ���������� ��%
���������

"%$ 7#9 �'�'

���� ��� ��� ±$15 ��� �������� F�
 ��������� ]7&# ->

����� $'$� .���������� ������� ��� � �/����� �<����� ����� ��� ��������� �����
3������ 	,� 0������5'

 �
 F�
 T�4� T�

6��������� R��S 78$ "&; $#; $=7
������� ���� �����/ R�QS "$# &=# $## "G=
������� ��6�� R�S $# ;# =# &=
���������� ���� R->S "## "## "## "##

�-. ���� ������ R��S 7"%"#
���� ���������� R�� × ��S 7" 3�5 × "= 3-5
���� ���������� R���� × ����S 7 3�5 × $ 3-5

����� $'&� �. ;&; ���� �����H�������'

!%����� �%���
��� 6 6

��� �. ;&; ����� �� ��� ��� ��� �<���������� ���� �� ���� ������' �� ������� ��%
���� ���� ������* ���� ���%����>�����* �����/ 6��� ��%�<��� �������/* �<������ 6����
������� ��� �� �������� �������� �/���� ��� �������>��� ��� ���� ���� ��6��' )/
��������� �� ������� ��������� ������* ��� ����� ��� ������� �� ��C����� 6����������
3�����' $'&5' .�<��� ������� ��6�� �� �������� ��� F�
 ���������' �� ���� ����
&=# �Q ���� �����/ �� ������������ ���� � ���� �� $ ��2* �I����� �� ����������
�� 7=# �QL��2'  �  �
 ���� ���� ����� �� G= �QL��2' ��� ���� �����/ ���
�� ���������� �/ ��� ��������� �������' ��� ����� ��� ��������� �������� �������
�� ��� ������ ��� H�� 3����� $'=5' ��� ,�������� �������� �/���� �� ��� �. ;&;
�<������ ��� ������� ���������� �� ��� ���� �����/ ��� ����������� ��� ����� ����
�� ����� ������ �������� ��� �C��� ��� �C���� �� ������� ��������� ��� ����������'

�� ����/ 6��������� ����� �<���� �� ������ ��� ��< �� ��� �������* ����� ���
�C�� ��� ��� ������ ������ �������' ����� $': ����� ��� �������� ��� H�� ��%
����������'


��� ����� $'& 6� ����� ���� ��� ���� ������ τ 3
�-.5 �� ���6��� 7" ��� "#
��* ��������� �� ��� ��������� ����� �� ����� ����� ��� ���� ��� H�� 3±7 ��
���������5 ��� ��������� �� ��� ��������� ������� 3±7 �� ��� F�
 6����� ��� ���
������� ����� ��� ����� ����� � ��6 ��� H��* ±" �� ��� �� ���%����� H��5' ��� �<���
���� ����� 3H��� $'85 �� ��/�������� ��� ���� ���� �� I��� ����� 3: ��5* �� ���
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���� $'8� ���� ����� ��� �. ;&;'


���� $'7#� �/����� �<����� ���� ���H��'

���� �� ��� ���� �� ������ �<������' ��� ����� ��� �� �����<������ �/

I(t) = I0
t

ta
e−

t
ta


������ ���� ���� �� ��� ���� ����� /����� ta K : ��* ������������� �� � 
�-.
τ �� 7: ��'
��� �/����� ���� ��������/ ���H�� ��� � 6���%������� �. ;&; �� ����� �� H���
$'7#' ��� ���H�� �� N��%������ �� ��� ����>����� ��������� ��� 	������%���� ��
��� �������� ���������' 
�� ������� ���!������* ��������� �<����� �� ��� ����
�� �������' ������ ��������>��� ������ ��� ��� �� ��� ���� ����* ��� 	������
���� ���H�� ������ ��� �������� ��>� �� ��� ���� ������� ��6� �� � ��6 ��'
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���� $'77� ,����� ��� ������� ��������� ��� �<����� �����'

;�
��� 
�� %��
��� ����
����

 � ��������� �����* �� �<����� ����� 6��� �/������/ ���� � ���� 6��� � ������ �����
���������� �� 7 �� $ ���� ��� ���������� ������� ������� �� ����������� �����'
 ������ ���� ��� �� �� ����������� �������/ �� ���� ���!������ �/�����* �� ��
����/ ��� ������� ��� ������� ������� ����� ��� ����� ���������� ������� � ����
M2 ��� ��� � ����� ����� ���� ��>�' (������ ��� ����� �� ����� ��� ��� ����
���������� ����� ��� �� ������������ �/ �������� �� ������� ��������� 3H���
$'775' -����� ����� ����� 6��� ���6 ��� ������ ��C������� ������ �� ��� �������
��� ����� ������� �� ��� ���� ���� 6��� ��� ������/ �����' ��� ���� ����������
�� �� ��� ����� �� $## µ��� ��� �� ���� ������� ��� ����� �������� �����������' ���
������ ������� ��������� ��� ���� ��������� ���%� ��� �� � �� ��� ��%����� ���
����� ��� ����� ���� ����������� ��� ������������ 6���� ��C������� ������ ��� ����
�'�' 6������ �� )���� �������� �� ,. H��� 6��� � ����� ����'

;�����
� �
������� �" �&� �	����� �%��%�

 � ��������� ���%�������� ����������� �� �<����� ������ �� ���������������/' 4�%
���� ���������� ���� ����������� ������������ ������ �� ����������/ ��������� ��%
����� �� �������� #'#8%#'"= µ� ������ ��>�� ���� �� ���� �� ������ �� F�
*  �

��� 
2 ������ 3H��� $'7"5' ��� ���������� ���� �/����� ��� �� ������� ��� ����
�� � ������ �<����� ������� ��� I��� ������< ��� �����/ ������ I���> �������'
����� ������ ��� ��� ����� ��������� ��� ����� ���/ �� ��� 6��� �������������
�����'  � ��� ������ �������� �� ��� F�
 ����� ���6� � �������� 6���� �� � ��
#'= ��* ��� ��������� �� ��� ������ ������� �� ������� �/ ��� ��������� �����������'
���������� �������� 3�'�' � ������� �� ������5 ������ ��� �����/ ��� ��� �� �����6
��� �������� 6���� ��6� �� #'& �� ��� ����6 R7S' ��� �������� ��������� ������
��������� � �� ��� ����� �� ��'

�4�	�� 
����� �� ����0=��
��# (�?2 ��� ���� ���	������ 	�����
# ��� ��� �� ���� �� �����0
������ 3��� 8���� ��
��� 8�	 ��	������ ��		������ �8 ��� �"�����

G#
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���� $'7"� (������ ��� ���������������/ 3������/ �� 0����� ��/���5'

 �� $	
�� 	��	��� �	
�� �����	�������

����� ��� �� I��� ���� �������� ���� ��� ������� �� J����� ��������������J'
��������� �� �� � ���� ���� �� ������/ ��H�� ��� �������' �� ������� ����� �������%
������� ������ �� �����%������ ����������� �� ������ �������� �� $%� �������� 6���
�/����� ������ ��>�� �� ��� ����� �� µ� ������ ���� ��' ,������/ �������� �� ����
��� ����������/ ���� ���� �����/ �����%������ ����������� ����� �� ����������� ���
��� ������� ��H������� ����� ������� �� � �������� ������ ����� ��� ���� �� ���%
������� � ����� ��������� ������I�'  ������ �/����� ������������� ������ ����
�������������� ���/ ������ ������� ���������* 6���� ������I�� �� ����� 0����
���������� ���� �� ����������/ �������� �����'
���� ����� ��H������ �� ����� �������������� ������� ������������ �� ����� ��������
�� ���� �� �4)�* �����%�������� �������� �������* �����%0�	 * 6������ �� 
���� )����
��������* ��������/����>�����* 6������� 6������ �� ������� 6��� �������� ������*
�� ����������/* ���' ���� ������� �� �������� �� H��� $'7$'

��� �����6��� �������� �� ���� ������� ���� 6��� ��� ��������� ����� ��������������
������I�� ����� ��������'  � ��� ��/���� ������ ���� �����%������ ����������
���� ������/ ���� �������� ����������/ �� ��� ������� �������* 6� 6��� �� ����
���� ���� �� ��� ����������/ �� ��� ������I� ��� ��������������'
 � �<������� ����������� �� ������� ����� ������ ��� ���������� �� ��������� ���
����� ������������ �� ��/��� ��� ����� �� ���� ������ ��� 6��� ��������� ��� �� �������'
 ����� �������6 �� ��� ���� ��������� �������� ���������� ������I�� �� ����� ��
���  ������<* �������� ���� 6���� �� �������� ������������ ��� �������� ������'

G7
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���� $'7$� 0���� ���������� ����'

����� $�	
�	
�� ��� 	�� ��#������	 �� ������ ��� ��	��
��
#������
��

��� ����������� �� ������ ��� �������� ���������� ������� ������/ ���� ����� ����
������� ���' ���� �����* ��� ����� �� ��������� ������������ 6���� ������ ��� ��
��� ������������/ ��� ���� �<������� ������/' �� ��� ���� ����� �����������%
��� �������/ �������� ��� ���� ����������� ������I�� ���� ���������� ����� ��
�������� ���������' ����/* ������ ���6�� ��� ����� ���������������� �� �����>�� �/
�������� ������������ �� ��� H��� �� ������������ �����������* �������������%
��� ���������* ���� �������* �������������* ������� ��� ���������� �I������'
��� ������ �� ������ �� �������� ���������� ��� ����� ����������� �� ���������� ��
H��� $'7&* ����� ���� ��� 0���� 
��� ����� ���� �� Q����/ "##$'

���� ������� �� ��� ����������� �������������� ������I��* ����� ���������� �C���
I��� � ��6 �����������

• ���/ ������>�� ��� 6���%���������� �����/ ���������� �� �� ��� ���� �����
����������* �<������� ����������/ ��� ������� �� ��6��%��%������'

• ,�������� ������� ��� ������� �� ��6��%��%������'
• .�����>�� ���� �C����� >���'
• J4��� ��������J �� ��������� ���������* �� ��������� ���/����'
• �<������� ���� ��� �������� ��!���� ��� ��D��� ����������'
• 2� ���������� ������� 6��� ��� �������� ����'
• 2� ���� 6��� �� 6��� ���������� ���������'
• )���� ����� �� ������� ���������'

G"
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���� $'7&� �����6��� ����� ����� �/ �����������'

• �<������� ������I� ��� ����%������/����'
• 2� ��������� �������� �<���� ��� ���� ��������� ������I�� �� �����%��������
�������� �������'

�� ���� ������������ ����� ����H�� �C��� ��� ���� ���6���� �� ���������� ����
��� ��N��� ��� ��� ��������� �� ����� ���������� �� � ������� ����������������
������I�'

����� )����� ������ ��� ����	
��2����� �
�������
�
��

��� ���������� ������������ �� ����� �������� �����/ ������ �� ��� ���������� ��
��� �����/�� ����� ��� ��������� 6���������* ���� �������* ��������/* ����������*
������� ����������/* �������� �����������* ���'  ������ ���� ��������� ���
�� ���/ ����������� ��� ����� ���������* �� �� I��� ���� �� ����� ���� ��� ����/
����� � ������� ����� �<���� ���� ������� ������� ��������� ���� ��� �����������
����������' �� ������� ����� ������ ��� ��������� �� �������� 6��� 3�65 ������
��� �������������� ��������

• ����� ������ ��� �����/ ������ ���� ����������� ���� ��� �D����� ��� ��������
��� ��� ����� �����/ �� ���� �D������/ �����/�� ��� �������� ������>�����'

• �����/ �������� �� ��� �������� ��� �������� ����� ��� ��������/ ����������
��� ���� ���� ��� ���������� ����'

• ����� ��������� ������ ��� ����������� ���� ���6��� ������� ��� ��������*
������� �� � ������ ���������� �� �������� ������ �� ��� ��������� ����'

G$
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412��2�1�, � �� ��0,��

���� ��6�� P R�S ���� �����/ E RQS
���������� I K P/Sspot R�L��

2S N���� F K E/Sspot RQL��
2S

���� ������ τ R��S
���� ���������� Ipeak R�S
���������� ���� f R->S
���� ��6�� P K fE R�S

6��������� λ Rµ�S
�D�����/ ROS

���� I����/ 3M25
���� Z ����������/

����� $'G� ��������� ����� ��������������� ��� ����� �������� �������' Sspot �� ���
���� ����'

�� ����� 6����� ������ ������� ���� �������* ����������� ��� �����������
������� �� ��� ����������� ��������'

• ���� �������� �������� �� �����/��* ��� ���� �������/ ���� ��� ���� �� ��
��������' ���� �� �� ��������� ��������� 6��� ��� ������ �� ���� �����
�� ������/ ������ ���� ��������� �� �� ��� ������ �� � ���������� ��'

��� �������� ����� ���������� ��� 3�����5��������� ��������� ��� ����� �� ����� $'G'
 � ��� ������� ����� ������ ����� �������� �� ��� �����/ �������� ���� ��� �����
��6���� ��� ������� ����* ����� ���������� ��� ��� ������� �� ����� ��6�� ��� ����
�����/ ��� �����������/ �6 ��� ����� ���������'

�� ����� $'; �� �������6 �� ����� �� ��� ���� ������ ����� ����� ������ ��� �����%
��������� �������' 2��� ���� ���� �� ����� ������ 3���,�������* 
2 �<����� ���
�� � ������ �<���� 4����� �����5 ��� ����������/ �����/ ��� ��� �������� �������
��� ��� ��� ����� ��� ��������� ������ /��'
1�� ���������� ������ �� ��� ������ �� ��� ����� �������� ��� ����� �� ����� ��%
�� ����' �� �������* �6� �/��� �� ����� ����� ��� �����������/ ���������� ������
��� ����� �� ��������� �� ��� ���������� ����* �������� � 	������ �� �����/
	������ ����' ��� ���� I����/ �� ����� ������ �� ����/ �����H�� �/ M2 ���
����� �� ����� �� 7'#'  ������ �/�� �� ����� ���� ��� �� ���� �� �� 412

��� �<����� ������' ��� ����� ���� �/������/ ������� � ���� ����� �� �����������
�����* ������ ����� ������ ������� ��� ����� ���� ����������� ������ ���� �����
����� 6������'

G&
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����� $';� ����� ������ ��� ��������������' ����� ��� ���� ������ ��� �����/
��� ����������'

G=
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���� $'7=� 
���� ����� 6������ ������I� ��� ��������������'

�����  ���	
�� �	��	���

)��%�� ��� �� ������$����� ����
����

���� ������� ���%� �� H��� $'7= �� ��� ��� ��<�����/ ������������� ��� ����
���������� ���� � ������ ����� ����' �� $'7'7 �� 6�� ���6� ���� � ���� 6��� � ����
������� ��������� ��� �� ������ �� � ���/ ����� ����' 
�� ���� ������ ���/ 412

3�<������ �� 4125* 4����� �����* ���,������� ��� 2��@ 	 ������ �������� �
�����/ 	������ ���� 6��� �� ��� ��� ���� ������' ��� ����� �� �����H�� �/ ���
������� ���� ��6�� P 3���� �����/ E ��� � ����� �����5* 6��������� λ ��� ����
�������� Dbeam'

�� ������%6���� ��������� ��� ����� ���� �� ������ ���� ��� 6��� ����� ������
� ���� 6��� ����� ������ FL ��� ��� ���������� ���6��� ���� ���� ��� ��� ���� ��
������ ��� 6������ �������� ��' ���� � ������* ���� ���� �� ����������* ��� 6������
�������� �I��� ��� ����� ������'

��� ������ ����� ���� ��>�* ����� �� ���� ��� ������������� ���� ��������/ 3�6
����� ���� ��6�� ������� �/ ���� ����5 �� ����� �/

WD = FL

Dspot = M24λFL
πDbeam

DOF = πD2
spot

2λM2

Ispot = 4P
πD2

spot

�� � ����� ����� �� ����������* ��� ���� �<�������� ����� �� �������� �/

Fspot =
4Ebeam
πD2

spot

 � �� �<�����* �������� � ����� 412 ����� 3λ K 7#': µ�5 6��� ���� ���������
M2 K 7'7* �������� 7# � �� ������� ��6�� �� 7 �->' ��� ���� �������� �� = ��

G:
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FL R��S ���� ��>�
R��S

Fspot
RQL��2S

Ipeak
R�L��2S

I
R�L��2S

�1

R��S

����� �6

&## 7'7;G #'8 8'#×7#5 8'#×7#2 78#'#
"## #'=8& $': $':×7#6 $':×7#3 &G'=
=# #'7&; =G'; =';×7#7 =';×7#4 $'#

����� $'8� �/����� ����� ��� ����� ���� ��>�* ��������/* �� ��� �1
 ��� � 412

����� 3Dbeam K = ��* P K 7# �* M2 K 7'75 6��� ��6 ���� ��������/ =7 �L��2

�� �6 ��������� �� ���� N���� #'#=7 QL��2 �� ����� ��������� �� 7 �-> 3�I���
���� �����5'

��� ��� ���� ������ 7 µ�' �� ��� �� ����H�� ���� ��� ���� �����/ �� 7# �Q ��� ���
��6 ���� N���� =7 �QL��2' ��� ���� ��>�� ��� N����� �������� ��� ��C�����
������ ��� ����� �� ����� $'8' ���� ���� N����� �� ��� ����� �� 7%7# QL��2 3���
7 µ� �����5* ����� ��� �� ������� �� ���/��� ��� ����� ���������' 
�� ���������� 6�
���� ����� ��� ���������� �� ��� ����� ����� �� ��� ����� 6��� ���� ���� ��������
�� �6' ��� ���� ���������� �� ����� ���� �� � ������� �� ��� ��� �������� ��
�6 ���������' ,���� �������� ����� � ������ ��������/ �����* ���� �<����� ������/
���������� ��� ����H�� �� ����� ����� ������'
�� ������� ��� ������� �/���� 6��� ���� ������ � �������� ���� ��������� ��� �����%
��� � ������� ���� N���� 30 ≤ Fspot ≤ Fmax5' ��� ���������� ���� ��� ���� �� ���
�� ������� ��� ����� �� ��6�� ���������� �� ��� ��������'

-����� ����������� ��� ���/ �� �������� �/ ���������� ��� ���� ��>� ��� ��� ���
����� ������ ��� � ����� �����' -�6����* �� ��������� ��������� � �D������/ ����
6������ �������� �� ����������� �� ���� �������� ��� ���� �� �������� ������� �/
���� �� �� ����������� ��������' �� ��������* ������� ������������ �� ������
����� ������ �� ���������� ���%N�� �������� ��I��� � ���� ����� �� ����' -�����
�1
 ��� �� ��� �� �������� �/ ���������� ��� ����� ������' ����� ���N������
��I�������� ��� ��� ����� ������ ��������� ��� ���������� ���� ��� �� �� ����
6��� ��������� � ����� ��������� �/����'


����� ���� ��������� �� �������/ ������� �� �������� ��� ���� ���� �����������
������ ��� �������� �������' -�6����* �� �� ����������/ � J������J 6������ ������I�
�� �� ��� ���/ ������� ��� ������ ���� �� ��� ����' 1� ��� ����� ���� ���� ������
����� ���� �C��� � ���/ ����� N�<������/ �� ����� �� ��� ������� ������� �������/'

�� ����� �� ����� ���� Dspot ��� Fspot �� ��� �I������ ����� ��� ������ �����*
6����� ����������� ����������� �� ��� ������ ��� ��N������L������������ ������
����� ��� ���� ����'

�
� ���4������ ����
����

��� ������ ���� ��������� �������� �C��� ���� ���� ��������� ��������������
�� �� ��� ������ ����� ��� ���������� �� ����� ����� ��� �� I��� ����%��������'

GG
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���� $'7:� .������� ���� �������� ���� �� ���/��� ��������� ��� �/����� �<%
����� ����� ������ ��������' )/ ����������* ��� �����/ �� 412 ������� �� �����
�� 6���'


���� $'7G� ���� ���!������ ������I� ��� ��������������'

1� ��� ����� ����* ���� ������ ���� I��� ���� ��������� ��� �������������� �� ��
����� 6���������* ����� ���� ���� ���L�� ���� ���� �����/' ���� �� �� ���������
��� ���� ��� �� 412 ��� �<����� ������' 
���� $'7: ���������� ��� ���������� ��
��� �<����� 6���������� ��� �������������� ���/��� ���������� ���/ ������������
�������� ���������� 6��� �������� ����� ���� ��� ���� �� ������� ���������* �����
��� ������ �������� ���� �<����� ������' ��� �������� ������� ������� �� �� ������
����%�������� 6��� ����� �����������* �� ������ ������������� ��������'

 � ��� ���� �� �� 412 ��� �<����� ������ �� �����/ ���������* �� ���� ���
���� ���/ 6���' -�6����* ��� ����� ����������� ���������� ���� ����� ������ ���/
������� ��� ���� ������� �� ���!������ �������'  ������� ��/%�� ��� � ��������
��������� 6���������� ����� �� ���� ���!������ �� ����� �� H��� $'7G'  �����
���� �� ��� �� ��������� � ���� ���������� �� ���I� ��� ����������� �����' ���
�������� ��/� �� ��� ��������� ����� 6��� �� ����������� ������ ��� ����* ���������
�/ ��� ������� ���� ��� �������� ���� ��� ���� ������' �� ��� ������ �� �/��� �� ���
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����� $'7#� �/����� ���� N����� ��� ������������� ��������� ����� �������� ��
��� ����� ����� 6��� � ���� ���!������ �/����' ��� ��<��� ���� ���� 6��
������ �� 7## ��2'

����� �����* ��� ���������� �������/ �� ��� ���� 6��� �� ��������� �� ��� �������
�� ��� ���� �<���� ��� � �������� ������ ������ ��� �������H������ �� ��� �/����'
��� ��������� �� ��� ����* ���� ��� ���� ����� ��� ������� �/

1
So

+
1
Si

=
1
FL

��� ��� ����� So/Si �I��� ��� ������������� DM ' ����� ���� ��������� �� ���
�I����� �����* ��� ���� �������� ��� �� ��������� ��

Si = (1 +
1

DM
)FL


�� ����� �������H������� ��� ����� ����� �����/ ��������� 6��� ��� ����� �����'
�� ����� 6����� ���� ���!������ �/����� ��� ����� ������%���� ��������� �/
������� � ������� ������� �� ��� ���� ����� 6��� � ����� �������H������'
,���� ��� ����� ���������� ��� ������ 6��� � ������ (DM)−1 6��� ������� �� ���
���� �������/* ��� ��������/ 3�� N����5 �� ��� 6��� ����� 6��� �������� 6���
(DM)2 �<���� ��� ������������ ������ ���� ����� ���� �� ��� ������� ����'  � ���
��6 ���� 6��� ����/ ��� �� ��6���� ����� ��� ��������* DM ��� �� ��� ���
��������� ��� ���� N���� �� �� ����������� �����' -�6����* ��� �������H������
6��� ����� ��� ���� ���� ���� ��� �� ��������� ��� � ����� ����' ����� $'7# ����������
���� �������� ��� ���� �/����� �������H������� ��� ��6 ���� N���� �����'  �
���� �� 7#×7# ��2 6�� ���������� �� � �������� ���� ��>�'

 � ��������� ������ �� ���� ������� �/����� �� �������������/'  ������ ���� ��
��������/ ������� �� ������� � ���� ������� �� ��� ���� ������'  � ��� �������
�� ������� ���� ��� ��������* ��� ��/�J ����� �� ��������� ���������� ��� ��������
���������' 
���� $'7; ���6� ���� ���� � ������ ���� ��� ������� 6��� ����� �� ���%
������������ ��������� �� ��� ��/� �� ��� �������� ��� ���� ������� 6���� ���
��� �� ��� ������� �<�� �� ��� �/����' ���� �������� �� ��������/ ��� ������� ���
��� �� ������ �/ ��������� � ���� ���� ������ ��� ���� �� ��� ����� ����� �� ���
���!������ ����'

1������/* ��� �������� ���� �� ��� ���� ����� �� �� ���������� �� ��������
���� ��� �������� ���� ����' �� ���� �����<� ��� ��������� M2 �� ���������� ��
��������� ��� ���� I����/ �� ���� ���!������ �/�����'  ���� ����������� ������
����� �������� �� 6��� �<���� ��� ����� ���� �����<������ � J��� ���J ��������
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4������ $' .������������� ���/���� 6��� �� �<����� �����


���� $'7;� �������������/ �� � ���� ������� �/����'

��� ���������� ���� ����* ��� ������� ��������/ ��� ��� �������� ��������� ����
��� ���� ����' ��� ���� ���� �� �<����� ����� �� ����������/ ��� ��� �� ���
��������� ��� ���� �� ���� 	������ �� ��� �����' ��� ���������� ���� �� �� ����
���� ������� �� � ��6 �� �� ��� �������� ���������' )��� ��������>��� �������
��� ����/ ����� �� ��������� � ��� ���� �� ������� ����� ��� ���� ����������
���� �� ��� ���� ����� �/ ���� 3�����5������' ��� ���� ����� ��� N/J� �/� ����
��������>�� ��� ����� �� ���� ������������ ������I�' ��� ��<��� ���� ����
���� ��� �� ������ ���� ��� ���� �� ���������� �/ ��� N�� ��� ���� ��� ��� H���
�� ��� ����'

�� � ���� ���!������ �/���� ��� )��� �����>����� 
����� 3)�
5 �� ��H��� �� ���
�������� ���� �� ��� ���� 6��� ������� �� ��� ���������� ���� ����' -��� �����
��� ���� ��������� �������� �� �D����� �� �� ��� ������� ��6�� �� ��� �����' ��
���� ��� ������ ���� ���� ���� ��� ����� ��� ���� ��>�* ��� ��� ������ � ����
������������L�<������ �� ����� �� ��� ���� �� �������� �� H��� $'78' ����� �
�������� ��� � �������� ���� ��������� �/ ��� �� �� ����� ����� �������* ��� ����
���� �������� ������ �������������/ �� (FL2/FL1) ��� ��� ���� N���� 6��� �
������ (FL2/FL1)2'

 � ��������� ��������� �� ��� ������ �� � �������������� �/���� ����� �� ����
���!������ �� ������������ ��� ������� ����' ^��� ���� ������/ ����������
����� �� ����� ���� ������ 6��� �������� ��� � ����� 6������ ��������* ��%
�����H������* ��������� ���������* �����������* ����������� ����* ���' �� ��
������ ���� ����������� ���� �� �� ����' �����/ � ��6 2 ���� 6��� � �����
������ �� ������� �� �� ������'  � ��� 6������ �������� �I��� ��� ����� ������ ���
� ������ ���� 3�� �� �� ����� �� ��� ���� ����� ��� � ������� ���� �/����5* ���� �����
�� �������� �� �D����� ��� ���������� ������ ��� ���� �� ����� ��� ���� ������'
��� ��6 2 −����/ ����� #'7− ���������� ��� ��������� ��������� ��� �����
�� ����* 6��� �/����� ����� �����������/ �� ��� ����� �� 7 µ� ��� ������� ���� ��
µ�'

�� ��� ���� ���!������ ������I� �� ��� ��� ��������� �� �������� � ������� �� ���
���� 6���� ���� ��� ���� ����� �����* �� �� ������ 
����� �������' �� ���� ���L��

;#



$'"' 0���� �������� ����� ��������������


���� $'78� )��� ������������ ��� ��!����� ���� ��>� �� ���� ����'

���� ��� �����* ��� ������I� �� ������ 
������� �������' ,������� ��� �� �<%
������/ ���� �� ��� �������� ������� �� ���������� �� ��� ���������' �'�' ��������
�������� �� �%������ ������� 6��� � ������ ���� �������� ��� ��<��� �������
��>� ��� ������ ��������' �� ���� ���� ��� ���� ������� ��� �� ������ �� �������
� ����� �� ���������� �������� −��� ��� ���� ������− 6��� � ������� ������'
����� ��� ���� �� ���� H<��* ��� ���� �� ���������� ����� ��� �<�� �� ��� �������
6��� � �������� �������/'
 ������ �������� ������I� �C��� ��� ���������/ �� �������� �� ��������/ ����
������� ������ ���� ��� ����� ���� ���� ��� ����' )/ � ����������� ����������� ��
���� ���� ��� ���� �� �������� ����������* ��� ��� ���� ������� ��� �� ������%
���/ ������� ��� ������ ���� ��� ���� ������ 3H��� $'"#5'
@�� ������� �������� �� ���������� �<����� �� ��� ����' ��� ������� �������/
�� ��� ������� ������� ��� ���� �� ���������� �/ �������� ��� ���� 6��� � ���%
������ ���I� ��/�� �� �����* ������ ��� ������� ����'  � ���� ����� �� �<����� ��
� ��� ������ N���� ���� ��� ���!������ ����* ��� ����� �� ��������� ��� ����
����������� �� ���� �������'  � �<����� �� ��� ������� ���� ������I� ��� ��
���� �� ��� �������� �� ������� 4����� )���� 3�4)5' ����� ������ �/������/ ���%
���� �� ��/��� �� 
(& ����6����� ���6��� ������ ��/���' ��� ��������� 6��� �����
��������� ��� �� ������������ �/ �������� � ���� �� ��� ������ ��/�� 6��� � @ 	
����� ��� ����I��� �������� �� ��� 
(& ��6� �� ��� ��<� ������ ��/�� 6��� � 412

�����' ��� ����� 412 ����� ���� �� �/������/ I��� ������ ���� ��� ���� ��� ����
��� ���� ������� ��������� �� ��� ���� ��N�������/ ��� ������� ����������/ ��
��� ����� �������� �������� �� ��� ��������� ������ ��/��' 
�� � �D����� �����
�� ����� �����* ��� ����� �� ��� ��� �� ���������� �/ ��� �����/��� ������ ��/��'

����' "#	�� $
���$��	�� �����	�	
��

��� ���������� .����.����� �������������� 6���������� �� ��� ��� ��� �<����%
������ 6��� �� ���� ������ ��� �� �������� �� H��� $'"7' �� ��������/ �������� �� �
�������%���������� �<����� ���� ����������� ������� ��� � ����%������/ ��%
����>�� ������ �����* ������ �� � �����/ ������ ������� �����' �� �����������
6��� ��� �. ;&;* �� �� ������� ��� ��������� ���/����* �������* �������� ��� ���%
���' 
���� $'"" ���������� ��� ���� ���� ������ ��� .����������' ��� �<�����
���� �� ����� ������ �� ��������� ���������� �� � ��������� I���> ����� 6����
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4������ $' .������������� ���/���� 6��� �� �<����� �����


���� $'"#� 4���������� ����������� �� ���� ��� ���� ��� ����� ���� ���� �������'

��� �� ����%��N������ 3 (5 ������� �� ��� ����' ��� ���%������ ��������� �����%
���� ��� ���� ��� ������� ��N������ ��� ��� ����������� ��6�� ��� �� ��!����
��������� �� ��� ����� �� ��� ����� 6��� ������� �� ��� ����' -���%��N������ ���%
���� ������ ��� ���� ������ ��� ����' ��� ���� ������� �� ������ ���� ���
������ ������ ���� � $%������� ���!������ ���� 3������� ��������� ∼7'= µ�5' ���
���� �� �������������/ �� ��� �������� ����� ��� ����J H��� �� ���6 �� � ���� " �� ���
��� 6������ �������� I��� ����� 3±7# ��5'
�6� ����������� �/����� ��� ������� ������������ �� ��� 6���������� ���� ��
�������� �� ����� ��� ���� ��� ��� ������ ��%�<�� ��� �C%�<��' ��� .����������
�C��� ���������/ �������� �������H������ −���6��� &× �� 77×− �/ ������>��
�������� �� ��� ���!������ ���� ��� �6� ������� �� ��� ���� ����' ���� ������
��� �� �<������/ ���� 6��� ��� ���� ������� ��>� �������� ���� ��� ������� ����
�/ � ������� ������' ������ 6���%���������� ���� ������ ��� ����� ������ �� ���
���� �� ��� �<����� 6��������� ��� ������� 3���5 ����� ��������' �� ���� 6�/ ���
�������� ������ �� �� ���� ��� ��� �<����� ���� ��� ��� ��� ������ �/���� ��
��� ���� ����' ��� ��<��� ���������� N���� �� ������ ������� �� ��� �����
����� ��� �� �� ��� ����� �� 7= QL��2 ��� F�
 ��� G QL��2 ���  �
 ���������'
��� ������ �� ���������� �� � �������� �����* 6���� �� ��� �� ������ �� �
"## ��×"## �� T%@ ����������� ����� 3�����������/ #'#7◦ �������� ��� 7 µ�
������ ���������5'
,����� ������ ��� ���� �������� �� ���/ �������%���������� �� � �����6� ��%
���������' 4�����������/ 6��� ������/ H�� ������� �� �<������* 	�����* -�	0
��� �T
 �C��� ��� ���������/ �� ��H�� ������< �������� 6��� � 4 � ����'

����� ����� ��������� � ���� 6��� �� ��������� �� ��� ������� ������' ��� ����
�������� �� ���������� �������� 6���� ��� ��������� ��6���� ��� ���� ������* ���
�� ���%���������� ��������� 6���� ��� ���� ���� �� ��� ������ ���� ��� �������
����' �� ����� �� ����� ������ �������������* ��� �<�������� �� �������� �����
����� ��� ������'
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���� $'"7� 1���� .����������'


���� $'""� ,����� �� ��� �������������� 6���������� ���������� �� �. ;&; ���
.����������'
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,�12 7:# ��6 :%7# ����
4�
2 7$# ��6 7# ����
.�
2 77# ���/ ��6 "7 ����
)�
2 7&# ���� 7" ����

����� $'77� �/����� �������� ��������� ��� �<����� ���� �������� ������'

�������� ���������� ����< 6��������� ����� R��S
.�
2 7'&#%7'&= Y"##
 �
3 7'&#%7'&= "##
4�
2 7'&=%7'=# Y"##
,�12 7'&=%7'== "##
0�
3 7':%7':= "=#
4�
3 7':=%7'G= "=#
 �213 7'G#%7';# "##
,�213 7'8#%"'#= $##
@213 "'#%"'7 "=#
-�12 "'$%"'& "=#
B�12 "'$%"'& $##

����� $'7"� ,������ ���������� ������� ��������� ��� ���� �� ������������'

����( "#	
�� ��� ���
��� ������

!��� 
�� ��
� ������

����� ��� ���/ � ��6 ������� ��� �����/ ������������ ������� ��������� �� ��� �<�����
6����������* ��������/ 6��� ����������� 6���������� ����6 "=# ��' ��� ������/
��I�������� ��� ����� ��������� ��� ��6 ���������� ��� ���� ������������ �� ���
����� 6���������* ���I��� ��������� ����������* ������� ��� ������� ���������� ���
���%�/���������' .�������� ���� ������/ ����� �������� ��� 6��� ������� �<���� ���
N������ ��� �� ,�12* 4�
2 ��� .�
2' ����� $'77 ����� �� �������6 �� ��� ��������
���������� �� ����� ��������� ��� ���� �� ���� ��������'

�� ����� �� ����� ������������ ������ �� ��� ������ ��� ����� ������ �� �� ����
��N�������* ��� ������� �������� �� ��� ���� ������ �/���� ��� ������'  ���%
��N������ 3 (5 �������� ��� ��������� �� ��� ������������ ������ ��� ����%��N������
3-(5 �������� ��� ��� ��� ���� �������' 1��/ ���������� ������ ��� �����/�� ���
����� �������� �� ���� ������ ���������� �� ��� ����%��6�� ����� ���� ���������/
����� � ��� ������� ��� ��������* ��������/ �������� ��� ������� ���������'
,������ ����������� ��� �� �� ��� �� ��� ����� �� ����� $'7"' ,��� �<������ ���
,�213L,�12 ������ ��� -( ���  �213L,�12 ������ ���  ( �������� 6��� ������
���������� �� �����������/ 7: ��� : QL��2'
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����� ��� ������� 6�/� �� ���� ������� ����� ��������� �� ��� ���� N����*
��I���� ������/ ��� I����/ �� ��� ����%��H������' ��� ������� �������� ��� �
����� ����� �� ���� �������� ��� ��� ������� ���� ������� �� �����/ �� �� 6���
���������� ����� ��� ��������* ��6��� ��� �������'  ������ ��� ����� ��� �� ���%
������� ������ ������/* ��� ����%��H������ �� ��� �������� �� ��������/ ���/ ����
�� �� ������ ��� ����� �� �������� ��� ����%��������� ���������'  ������ ��%
������ �� ����� �� ���� � �� ����������� �������� �� ,������ 3� ,�12 ����������
������� ��� ���� ��5 ��� ����/��� ��� ������� ������� ��� ������������ ������I��'
��� ���I� ����� ��� ������� �/ � ���� ����� H�� 3����� �� � ��6 ������ ��5 ��
��� ��������* �/������/ ������' ���� ������I� ������� ����%������/ ������� ��H%
������ 6��� �<������� ����%I����/* �� �� ��� �������� ��� ����%�����/ ������������ ��
N����� ����� 7## �QL��2 6��� �����/ ������ ��� ����� ��/��' .��� �������������
������I�� ������� ��� ����� ��/�� �/ � -( ���������� ������ ��� ���I� ������� ���
��6 ����� �� ��N������ �� ��� ����� N���� 6����� ��/ ����������* ������ ���
���� ���� ������� ��� �<����� �� ���� N�����'
 ���� ������������ ������I� ��� � ���/��� �� ���� ��������'  ������ ���/����
��������/ ���� ��6 �������� ���������� ��� ��� �������/ ����� ��� ���� ��������*
���/ ��� �� �������� ���/ ��������/ 6��� �� �<����� �����' �� ���� 6��� �������
�������� 6��� ������� ���� � ���� �� ���/����� �� ���� �� =# µ�'  � ��� H�� ��
��� ����%���������* �� 6�� ���� ���� � ����� ����� 6��� � ������� �������' 2�<�
��� ������� ��H������ 6�� �����>�� 6��� F�
 ����� �������� ������ ��� H�� ����
� ������ �� 6���%��H��� ���� �������' 1������/* ��� ����� �� �������� ��������
�� ������� �� ��������� ��������' �� 6�� �<�����������/ ����H�� ���� ���� ����%
��I� �C��� � ������� ����������� ��� ������/���� ������� ��������� ����� ����
N����� �� ��� ����' .������� �� ���� ����������� ��� ����� �� �����>�� �� ��� ����
�/ ��������� � ���� �������H������'

 � ����	��� �	����	�
 �� ������� �	
�� 	��	���

����� "��
��

��� ����� �� ��������� ���� ��� �� ������� 6��� �<����� ������ �� �<������/ ������
��������* �������* ������� ���������* ������ ��� �������������' ��� �������� ��%
H�����/ ��� I����/ �� � ������� �������� ������� �� ���������� �� ��N�������/*
���������� ����� �� ��� ����� 6���������* ������� ����������/* �������/ �� ����%
�������* ���� �����/* ������ ������/* ���' ^����/ �� �� ���� �����<� ������� ��
���������� �� ��� ������� ������* �<���� �� ������ �� ��� ��������� ��������*
����� �� �������� ��� ��H������ �� ��� ������ �����' ������ ����� ���� ������* 6�
���� ���� ���� ���� �� ���� ��� �������� �� ��C����� �������� �/���'

���
�< �������%����

����� ��������� ���� ���/ ���� ���������� ���D������* ������� �� ������� ����������
������ ��6� �� ��� �� �����' ������� ���� ���/ ���H��� ������ �����������* ���

;=



4������ $' .������������� ���/���� 6��� �� �<����� �����

�C����� ���� ��������� �����������/ �� �� ������� ��C���� �� ��� �������� ����
�����/' ��� ���� ������ ��N�������/ ��� ������� ����������/ ��� �����������
��� ��� ���� N����� ������ ��� ��������� �/������/ ������� Q����L��2 ��� ����'
����� �������� −6���� �� ����������/ � ���������� �� ����� �� ���� ��� ����� �����
��� ����� ���������− ������� 6��� �C��� ��� ������ ��� ���� I����/ �� ��� �������
�����/' .��� �������� ��� �������� ����� ����� �������� ��� � ������ ��/�� ��
������ �����6����'

���
��� 
�� ��
�

����� ��������� ���� ���6 ���� ����������* �� �������/ �� ������ ��� �������
����������/ �� ��� ��6��' ��� ������� ����� �� � ��6�� �������� ��������� ��� �
������ ���� ��H������'  ������� �� ����������� �/ ��� ����������� �� ����������
�������� ���� ��� �������� ������� �� ������ �� ��� �������/ �� ��� ������'

���$
�������� ����
����� �	���

��� ���� ��������� �������� �� ���� �������/ �� I���>' ��� ��6 �� ����������
����� �� ���/ ������� �� ���� �������� ��� �<����� ������* �������� ���� �� �� ���
�� � ���/ ���* ��/�������� ����' 
�� ��� ���� ������ �<����� ������ ��� �� ������
�� �� �������� �� I���>� ��� ��6 ���������� ������� ��� ���� �����/ ���� � �����
����� ��� �� ����������� ��� ��� ���/ ���� �������� ����������'  � �D������/ ����
����� N�����* �������� 6��� ���� �� �� ��� �������� �� ��������� �� ��� ��/����
��� ����%������ ��������� ���� ������ ��� ������� �����/' ��� ����� �� � ������
�� ���� ���� ��� ������ I����/* ��� ��������� �� ����� ���������'  � �<�������
����� �� ���� ��� ��� 
2 ������ ��� ������ �����/ 3G'8 ��5 ����������/ ������� ���
������� �� ,�12'  � � �����I����* �������� ����� �� � ����� �������� �������
�������'

������� �
����
�

��� �/����� ����� �� ����� �������� ������ ������ ���� �������� 6���� ��� ��
��� ���� ����� �� ��� �<����� ������ ��������' ���� �������/ �� ����������� ���
����� ���� ���������� ���D������ �� �� 6���������� ��� ��� J���� ��������J ���%
�������� ��� �������� ������� �<���� ���������� ������ �� ������� ������� �����
��� ����<����� ���� ��� �<����� ����� ��� ���� ��� ������ ������������' �� ��������
��� �������� ������� ��6�/� ������� ������� ��� ���%������� �������� ������������
��� �����������'
��� ���������� �� ��� �� 6��������� ��� ���/��� �������� �� ���������� �� H���
$'"$' ���/����� �� ������� 6��� $ ��C����� ����� �/���� � ���� �<���%N�6 �����
412* � ^%�6������ 2��@ 	 ��� � F�
 �<����� �����' ��� ���� ��������� ��� ���
������� �� ��/ ������ 3������ ��� �6������5 �� ��� ��������� ���� �� ���� ��
�<����� ����� �������� �� ������� ���� ���� ������'

���/���� �C�� ��6 �������� ���������� 3#'#7%#'= QL��25* ����%I����/ ���� ��H��%
���� ��� ������ H����* ��� ����� �� ������ �� �� �������� �� ������� ������ �� ���

;:



$'$' ,������ ��������� ��� �<����� ����� ��������


���� $'"$� $## µ� ����� �� � ���/����� H�� �� G= µ� ���������' ��� ����� 6���
������� ���� ����� ������ ����� �/��� ��� ��������'

��������� ��������'

���� $'"& �������� �������� ������� 6��� � F�
 �<����� ����� �� ��C����� ������%
���� ������* ���/���������* 	� � ��� �����'  ������ ���� �� ����� ������� ����6�
�� ������� ���� ���/���� ���6 ������ �� �<������� ������ H���� �������� �� ���
����� �����* ������ ���������� ��� ������� ���� ����� ����� 6��� ����� ���������'

����� ��������


��� ��� ����/��� �� ��� ������ ������� 6� ��� ������� ���� ���/���� ��� ��
�<������� ���� �������� ��� �������������� 6��� �<����� ������' ��� ����� �� ���%
������� ���/���� �� �<������/ ����� ��� ���� ����/ ��6 �/��� ��� ��������� ��
J����������J' �����/ ���/ ������ ��� �� ���� �����H� ���������� ���� ��� �� ���
6��� ��������� �� � ��������� �����������'
�� ���� ������ H�� ���/���� ���� ���� �������� ��� �<���������� ����H������ �� �����
�������� ����������' ���/ ���� ���� ������ ����� �� ����� ���������� ��� �������
I������� �� ��I���� ��� ��� ������������ �� ��� �����6��� ��������' ��� ���/����
��� ���/����/��������/���� 3�.. 5* ���/��������� 3�45* ���/��/���� 3�,5 ���
���/���/���� ������������� 3���5' ��� /����6 ������� ���/����� 3��* ����� ����
F�����5 6�� ����� �� ���� ���� ������ �� ��� ���/ ������������ 3N�< ������� ��
�������� ����������� ��>>�� ������ �� ���!�� ��������5 ��� ��� ����������� ����� ���%
������� I�������� �( ��� �� ������ ��� �����������/ �����/�� ��� ��� ��������*
������ ��� ������� �� F����� ��/���'
����� $'7$ ����N/ ��������� ��� ���� ��������� ���������� �� ����� ���������� ����%
��� ���/����' 
�� ������� �� ������������* 414 ��� 41� ��������� ��� ���� ���6�
�� ��� ���� �� ����� ������ ��6 ���/���� ������ ���� ����������� ����������' ���
�������� ���������� �� ����� ���/���� ���� ��� ���� ������������ �<�����������/ ��
���� 6���* �� �� ��� ���� �������� �� R"S ���� 414 ��� �� ������� �������/ 6���
��  �
 �����'
���� ���/��� ��� ��� �� ���� ��/ ���������� 6��� ������� �� ��� ������ �� �������*
���������� �� ������� ��������' )� ����� �� �� ������ �������� ���� ��� �� ������%
���� ������� �� ����/ H���' �.. �� ����������� ��� ��� ��������/ ���� �������
���������� ��� �������� ���������* ��6 6��������� ���������� ��� ���� ������������M
�4 ������� � ���� ���������� ���������� ��� ������ ��������' �, �� ��� ��6%����
������� ����� ������� ���/����' �� ���6� ���� ������/ �� ������ �� ��� �� ���%
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4������ $' .������������� ���/���� 6��� �� �<����� �����


���� $'"&� �<����� �������� �� ��C����� �������� �/���' 
�� 	� �* � �����%�������
�� ��� �����/ ������� �� � ��� ���6 �� ���6�'

����� �����������' ��� 414 ��� 41� ��������� ��� ����������� ��� ����� ����
���������� ����������* ��6 6���� ����������* ��6 6����� ��� ���� ������������'

 �% ,������	� 	�����	���
 � ������� �	
�� ���

��

���

��'��  ##�
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��� ��/ ��������� �� �� ���!�� �������� ������ �� ��� ���!�� ���� ���� ����� ���
�������� ��� �!���� ���� ��6���� ��� �����' �6� �������� ������������ ��� ���
�� ���������� ������� �!������' ��� H��� �������� �� ����� �� ����� ������� ��
��� 6��� � ����%H�� �������� R&S ��� �� �������� �� H��� $'"='  ����� ������ ��
������� �� ��� ��������* ������� �� ������� �� � ���/ ���� 7## �� ��� ��/�� ����� �����
��� �������� ������ 3�/������/ � �� $## ◦4 6����� $ µ�5' 1� ��� �������� ������
����� ��������� ������� ��6���� � ������ ����� �<������� 6����� 7# µ� ��� �����
�� �!������ �� �� ��� ������� ������ ��� ���� ���H��' �� � ��<� ���� ��� �����
����� ��������� ��� ���6� �� ����� ���' ��� ��H�� �� ��� ��� ������� �� �/������/
������������ 6����� ;# µ�' ��� ����� ���������/ �� ������ ���>��������� ��������
��� �� ����� �� �������� � ���������� ����� ��� ������� �!������ �/ � ���>���������
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4������ $' .������������� ���/���� 6��� �� �<����� �����


���� $'"=� ������� ���!�� ���������'

���� ������� �� ��� ������� ��������'
������ ��������� �� ��� ������� �I������ ������ ������* ������� ����� �� ���H���
�� ��� ���� ������� ��/�� ������ ��� ��>>�� �����' 4������/ ��� ������ �� ���������
�/ ����� ����������� ��������� ��� ��� ���H���� ������� �������* �������������� ���
�<����� ����� ���������' ��� �������� ������ ��� ��� ����� �/������/ ������� ��
���� ����������� ������� ��� 6��� �� ������ ������� �� ���/����� 3F�����5' �<�����
����� �������� �� ��6 �/ ��� ��� ���� ������ ��� ���� ���%���� ������I� ��� ���!��
���� ��������* ������ ��� �����/ �� ��������� ���/����� �� �<������� ���� ��������'
��� �<����� ���� �� ��������� �� � ���� ����� ���� �/��������� ������ ��� �� ����/
�� ����� �� ������� �����������/ ���� ���� ���!������' �/����� �������� ����� ���
����� #'" µ�L���� ���� ���� :## �QL��2'  � ��� ���/����� ����� ������� �
��������� �� =# µ�* �� ����� ���� "##%$## ����� �� ������ � ������ ��>>�� �����'

�� :## ��� ��������* ����/� �� ����� �� $## ����� 6��� � ����� �� &" µ� ��� �
���� ��>� 3�<�� ��������5 �� "; µ� ��� ��I����' ���������/ �� ��� �������� ������
�������� ���������� ��6� �� #'= µ�'

 � �� ��/ ����� �������� ������� ������ 3��� $'='7#5 �� ������ �� ��� ���� ��������
���� ����� ���� �������� ��� �� �����/ ��������� ���� ��� ������ �����6����' ,����
�� 6��� �����/ ����������� ��� ��� �������� 6��� ������ ��������� ��� ����� ���
���H���* ������ ����� �� �������'  �����H����* 6����%������ ������� �� �������
�� ��� ���/����� ������ ��� ���� ��������'  ����6���� ��� ������� �� ������� �/
������� �� � 6���� �������' 
�����/ �� ����� �� ����� ���� ����/��� � ������
�������� �������� �� ��� ���/����� ������ 6���%��H��� �<�� �����' �� H��� $'":
��� ���/����� �������� ������� ��� ��� �������� ���H�� ����/ ��� ��������'

�� ��� ���� ���� ���6�� �� ��� ���!�� ���������/ �� �<������ ���� �������� ��%
���������� �� ��<���� �������� ��� ������� �����������'

1��
���� �" :%�� �
����
���

�<����� ������ �<�������� I��� ���� ����������� ���� ����� ����� �� ����� �/���
3���I���/ ������� ��� I������� 2��@ 	5 ��� �������������� ���/����' ,����*
�<����� ������ �C�� ��� ��I���� ��������� �� ���������� ����� ����� �� ���� �/
���� ���� ���!������' 
�� ���� ������ �<����� ������ ��� I��� ���������� ��� ���%
�������� ����/� �� ����������� N�� �������� ��� ���������� �� ���/��� ���������
3H��� $'"G5' ����� ��������* 6��� ����� ������/ �� �������� �������%������� N�6*
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���� $'":�  ������ ���H�� ����/ ��� �����%������� �� ��� �������� ����6��� ���
���� �������� ������ ��� ���/�����'

H�� ������������ �� ������������ ��� ��������>�� ��������/ ���������������� �����%
��������� ��� ��I��%�������� ���������' 2��� ���� ��������>����� �� ����������
���� ��� ������ ��� ��I�� N�6 ������� ��� �� ������I���/ ���/ �����������*
6������ �������%������� N�6 ������� ��� �� �����/ �����>�� �� �� ��������/ ��I����
���/ ��� ��������� �� �6� ����������'  � ���/���� ��� ���<������� ��� ���� ���%
!������ ����6� ���� ���������� �� ������< �������* ��� ������I� �C��� I��� ����
��������� ��� ����������� �� ���������� ���������� ���%��%���� �������' ,������
���/���� ��� ����� ����� ��� ���/���/���� ������������� ��� �������� ������� ��
�� ����� ���� �������%������� N�6 �������/ R=S'

�������� ��� �/������/ ������� �/ �������� ��� ���/��� ��������� 6��� � ����
���������� �� ������� ���������� ��������' �� � ��<� ���� ����� ����� ��� �������
������ ��� �������� �� ��� ��� ���� �� ��� �������* 6���� 6��� ��� �� ����������
��� ��� N��' 
�����/ � ������� ��/�� 3����/ ���/���/���� �������������5 �� �������
���� ��� ������ �������� ���� ������� ���������� 3�� 7$= ◦45' 4������� �� ���
�������� ��������* ��� ������� ����� ��� ����/ ���� ������� �� �� � ������
������L�</��� ����� ��� ��� ���� �/���������' 1� ��� ����� ����* �</��� �����%
�������� ��� ��������� ������ ���� ���� ����� ��� ��� �!����� ��������� �����
��������' ����� ������ ��������� ��� ����/ ����������� ���� ��� ��������� ����
��� ���� ��� ������ ���� �/�����/���' ��� ����� �� ���� ��� ������� �����������
6��� ����� �� �� ���� �/��������� ���� ��� �������� �������� ��� ������ ��������'
�� ���� �� �������� �������� ��� �������� 6��� �� ������ �/�����/��� ����� ������
�� ��6 ���� ����������� �� ��� ������'  � ������ N�6 �������/ ��� �� ��������
�/ � 6���%������ ���� ������� ��� ���� �������/ R:S' ���� ���������� �� ��������
����� ��������������� ����� �� �������* ��� ������� �������� ��� �� ������ 6���
� ���������� ��/��'

!
�� &
���� �" �&� ���= �����
7 �8> 
�� !1;�>

����� ��� ���%8#�* ���������� �� �/���� 3����%�����������5 6�� ��������/ ���������
6��� ���������� ����������/' (����� ��������� 6��� ���� �� ��� �/�J� ������ ���
����� 6������� ��� ���� ������'  � � �����* ��� ������ ����� �������/ ���6���
��� N������� �� ��� ������' ��� H��� 
� ����������� ��� ������ ����������
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���� $'"G�  ���/� �� N�� ����������� ������� 6��� �<����� ����� �������� 3���%
���/ �� �<������5'

6��� ����� ��������� 6�� �������� �� 788= �/ ,����* � �, ������/' 
���
����* ������� ���  �
 �<����� ������ ��� �������� ��� ������ ������ �� � 6�/ ��
�������� �� H��� $'";' ���� ������I� �� �������� �� �� �(F �� ���������������
F���������/' ��� ������ ��������� ������� � ����� ���� �� ���� ��� ���������� ���
��� �������'  ���� ����� ������I� 6�� ��������� �� 788;� 0 ,�F �� 0���� ��
,�� F������������' ��� ������� ���� �� ��6 ����� ���� ��� ������� ��/�� �� � N��
�� ������ �� �� ��� ������ ����� ������ ��� ����� �� ��� �� ������ �������� �� ���
������� ����'  ����6���� ��� N�� �� �� ���� �� ��� ����� �� ��� ������� ���� 36����
��� �� ���������� � 6����� ����5 �� ��������� ���� ������� ��N�����' ���� ����
������I� ������� ���������� �� ������ �� �����/ � ��6 ����'

 ������ �� �� ����� ���� ��������� ���� ��  �
 ����� �� ��� �� ������ �������
�������� �� � ������� ���� ���� �� ����� #'"G µ� ��� ���� 37:# �QL��25* ���
�<��� �������� ������� ��� N�������� �� ������ �� ��� ������ �� ��� ��6�/� ���%
�����/ ���������' 	�������/* ���������� �/����� ��� ����� �� ��� �� ��� �����6���
������I���

• ;�
��� 
��
���� − �� ���� ���� � ����� ���� 6��� ��!������ N���� �������%
���� 3��������/ �����>�� �/ �� ������� �� �������� ��>�5 �� �������� �� ���
������' ��� ������� �������� ������� −6��� ������� �������� �� ��� ������
��� �/����− ��� �� �����>�� �/ ���/��� ��� ������� �������� ���� ����� ��
����� 6���� ��� ����� H��� �� � �������� ���� ���I���/'

• ;�
����� ��� 
��
���� −  ���� �� ��� ��� ���� ������� ��� ����� ���
������� ���� �� ��� ������ �� ������� ����������' ��� �������� ���������� ���
������������ �� ��� ���� �<��' ��� H��� ����� �� ����� � ��������/ ������������
�������� �����'

• )����� ��� 
��
���� −  ����� ���� 3�������� �� ��� ����� �� 7 �� ��
�������5 ����� ��� ������ �� ��� �/� �� �������� ������ 6���� ��� ����� ��
�������� �� ���� ���� ���I������* �/������/ 7## ->' ���� ������I� �C��� �
��� ���� N�<������/ �� ����� �� ��� �<��� �������� ���H��'
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���� $'";� ,�. ����� �� �� ������� ������� ������ 3�5' (�I���� ������ ���%
������� ��� �/���� ��� �/������� 3�5'

)���� 
�� ���� ��������

��� ���������� ������� �� ���������� 6���� ��� �� �D������/ ������� �� � �����������
�/ ���� �� ��� �������� ������'  � ��� ��������� ��� ����� ������ �� ������ �� ��
����� �� �������� ������ ���� ��� ���/����* �� �� �������� �� ����������/ ������ ���
������� �/ �������� � ������� ����� N����' ,�������� ������� 6����� ����������
������� �� ��������� ��� ���������� 6���� �� ��������>�� ������� �� ���� ���� �����
�� ����� ������� ��� ���������� ���������� �/�����' �����/ � ���������� ����
�� �����/�� ��� ��������� ��� 6���' ��� ���� �� ��� ���� ���� ���� ��� ��� ��� 6���
������ �������/ �� ��N����� ���� �/ � ������� ������ 3H��� $'"85'

,�������� �� ������� H��� �� ��������/ ��� ����������� 6��� ����%���������� �����%
����� ��� ��� �� �������� �� � ������� 6�/ �� ��� 6��� ����'  � ����/ �������
��������� � ������� ������ �� ��� ���������� H��� ������� ����� �� �� ������� 3���%
���������5 ��� ��� H��� ��I���� ��������* ����� �� � �����H� ����� �� ����� ����%
��N������'  ������ �������� ����� 6��� � 
)	 3
���� )���� 	������5 ����� ��
�� J6������J �� ��� H��� ���� �� 6��� ��� H��� �������� ����� �� �� �<����� �� ���
������� ����� ��� ������ ������������' �� ���� ��������� ��� ���/��� �� ���/�����
������� ����� �� �� ������� ������/ ����� ��� H��� 3J���%����J ���������5 ��� ����
��� �� � ����������� ���� 6��� ���������� �����'
.���� ��������� ��� �� ���/ ����%��������* ��������/ 6��� ����/� �� H���� ���
���������' �� ��� ������ ���� ��� /���� �� ��� H��� ����������� ������� ��� ������
���/ ��6 �� �������� �� � ������ H��� ����� ��������� ����� ���� ��� ������� �����
�� �� �������� ��� ��� ��� ����/' 4��������� ��������� �I������ �� ����� �� ��%
���� ����������* �������%���������� �� �������� ���������' ���� ������I� �C���
���� ������ �������������/ ��������* ���� �� N�<������/ 3�� ����� �� H��� ��������
��� ����� ������ �����5 ���L�� ������������� �����' ,�������� ��� ������� �������
6��� � �� �� �( ����� �� �D������/ ��6 N����� ����6� �<����� �� ��� ����� H���
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���� $'"8� 0���� ��������� �� ������� H���� ��� ���������� 6����'

�� ��� �� � ����������� 6�/' 1������/ ��� ��������� ������ ��� �� ������ ����%
������/ �� ��� ����� ���� ��� �� ������� ����� ��� H��� �<�� ��� ���� ���%����
��� H���%��� ��������� ��� �� �����/ ��������' ,������ ������ ��� 412* �<�����
��� 2��@ 	* ������� ��� �� 6���������� ����� �� �<����� 6��� ������� 6���
�������������� H���� 3�'�' ����� �� 
���� )���� 	������ 6������5' �/����� ���������
������ ��� �� ��� ����� �� ������� ������� �� ������� ��� ������'
 ���������� 412%����� H��� ��������� ������ ��������� �/ (��������� 32����*
�, 5 �� ��������� �� RGS'

�%��� !
�� ?��������

�� �0� �� �������� ���������* �������� �� ������� ���� � ����� ������ �� ����
��� ��� ������ ���� ���������� �� ���������� �������� �� ����������� �� �������
�������� 3H��� $'$#5' �� �� ����� �������* ��� ������������/ �� ��� ��������
��� �� ���������� ����� �������� ���� ������ �� ��������' ,���� ��� ���� ���
� �����6 ������ �����������* ������ ���������� ��� �� �����������' 
�� ����
������ ��� ������ �� ����/ ������ �� � �������� ����� ��� ��� ����� ���� ��
������� �� ������ �������� ��� ������' )��� ����������/ ��� �<�����������/* �0�
�� ���/ �����������6���' ��� ���� ���� ��� ����������� ����� ����� �� ��� �������
������ ��� ������ ���� ����� �0� ���/ N�<���� �� ���������� �������� ����� ��� ��
��!����� �� ��� �������* ���������� ������� ���������� ��� �� �����/ �� �� ���
���� ���� 6����� ����� ������� �/ ��� ���� �������* ���' ��� ������I� ��
�<������/ ������� ��� ���������� ��������� 6��� � ���/ ���� ������� ����� �� 6���
� ����������� 6���� �� ��D��� �� ������� �/ ����� ���������' �����<��� ���6�� ��
��%�� ������� ������������� �/ �0� �� �������� �� R;S'
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���� $'$#� �0� ���%�'

�������
 ��������

��� ����������� �� � ��������� �� ������/�� N�< �� �4) �������� �6� �������� ������
H��� � ���� �� ������� �� ��� ���������� ���6��� �6� ������ ��/��� ��� �� � ������
���� �� ���������� ���� �� �����>�� �� ��� ���� ��� ������ �������'

�� ��� ���� ;#�* ����� ��������� �� �������� ��������� 6��� �<����� ������ 6��
H��� ��������� �/ ,������� ;# µ� ���� 6��� ������� ���� ���/����� .��� 4���
.����� R8S'  � �<����� �����%�������� �������� ��6�� ������� ����� ���� �����
�������* �� ��� ���� ��� ��������� ������I� ��� �������� ���� �� ���� H�� ����%
����' ����� ����� ���������� ����� ����/� �� �����* ���/ ���� 3����� �� ��������5
��� �� ������� �� ����'
����������� �� ��������* ���� ���������� ���� $ω 2��@ 	 ��� 412 ������ �� �����
�� ��������/ ��� ��6�� 3����������� �� N������� �/ ����� ������ ��� @ 	* ��%
��������� �� (
 ����%��������� ��� 4125 ���� ����� ����� ��� ���� �<�������
�<����� ������ ������ �� � ���� "## -> ��� ��I����� ���I��� ��<�� ��� ��H���'
���� ��� �� ������� �� ������� 6�/�� �� ��� ����� ���� ������� ��� ��� ��������*
��������� �������� �� ���' ���� ��� ���� �� ������� ���� ��� ���* ��� ���� �����
��� �������� ����� ��� �� ���� ���������� ������� �� ����� �� ���/ ������ ��� ��%
������ ������ ��� ��I���� ��� ��������' ���� ������I� �� ������ ����������' @��
������� ������ �� ������� ��������� �������/ �� ���������� ��� ���� ��� ������
���� ���� ���� ����� ��� ���� ������� ����* �������/ �������� ��� ���'  �� �����
������I�� ��� ���������� �� H��� $'$7'

����������� ������I�� ��� ��� ��������� �� �4)� ��� N�< �� ���������� ��������*
�������� ������� ��� ������� ��� ��� ����� ��/ ���� ��� �������� ��6%���� ����
����6 7##%7=# µ�' ������� (
 412 ������ ��� �����/�� ��� ���� ��������� ��������

�,�� ��	� ����	�� �� ���� 3��� ��� ���������� �8 ��� �� �	� ��
�3 � ��	���� �������	7 �#"���

#
�	���� �$$0�$$ µ��
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4������ $' .������������� ���/���� 6��� �� �<����� �����


���� $'$7� ��� �������� ����������'

�� ���������� �������� ��� �� ��,,� ��� �������� ������ ��� ����������' ��� ��
6��������� �� � $ω 2��@ 	 �� ������ �� ��� ���� ��N�������/ �� ��� ��� �( ��������
�������� 6��� (
 412

�' ������%6���� �/����� 6��� 412 ������ ��� ������� �� ����
��>�� 6��� � �������� ����� 7## µ� �� �� ��� ����� 6��������� 6���� ���I���/%
������� 2��@ 	 ������ ��� ������� ���� ��>�� ��6� �� "= µ� ��� ��� ������ ����'
1� ��� ����� ����* ��� ������ 412 ���� ��� ����� ����� 6��� ��������� ����� 7## µ�
��� ������ ���� ��� 2��@ 	 ����� 6��� ��� ����� ����' ����� �������������� ����
��� �� ��� ���%����� ������� ��� ��� �������� �� �4)� ��� N�<� ��� 2��@ 	 ������
�� ������� �� ��� ������ ��/�� ��� ��� ������ 412 ��� ��� ������ �� � ���������
���� ��� �������� ������ ��� ���������� ��6� �� ��� �����/��� ������ ��/��' �/�%
�����/ �������� ������ ��� ���������� �/����� ��� �� ��� ����� �� � ��6 ������ ����
��� ������'
�� N�< ������ ������������ ��� ������ ��� ���� ��� ��� ������ ���������� �� ���/%
����� 3���������* H<����� ��� H����� �����5* �<������ 3������ �� ��� ������� ���%
����/ ��� ��5 ��� ������� 3�������� ��� ���������� ��/�� ���� � ��������� ����5'
2��� ���� �<����� ������ ����� ����� �� ��� ��� �������� ����� ����/� �� ������ ����%
������/ ����� 6��� ���� ���!������* �'�' �� )	 ��������' �� ���� �� �4) ���
N�<* ��� �<����� �������� ������I� �� ��� �<������� ����� �� �� ��� ���6 �� ��������
���� ������ � ������ ����������� �� ����� �� �������� ��� ��������'

��'�� ���2����	
� �##�
��	
��� �� ���
��� ������

 � ������/ ������ ����� ��� ���%��������* ��� ����� �� �������������� ������������
6���� �<����� ������ ��� ��� ���� ����%�C������ ����� ���� �� ������ ����� ��� ����
/����' ,������� ����������� �� $ω ��� &ω 2��@ 	 ���� ��������* ���<�������*
��6%����������� �� ��6���� �� ������ ��� ��� �� ��� ������ ����������� ��
�<����� ������ 6���� ���� ������� ������������ ��� �� ����� ����������'

 ������ ���� ��������� �<������ �� ���������� �<����� �����%���������� ����

������ '��"�� 1�
�� 1�����
�-� 
���	 �#����� 3�	���� 3��� (E2 ��
#7 ��
����� �8 ��""�	 �� �����"
����� �# �� �6�������

"	����� "	��	 �� 
���	 �	�

���� ,�� �6��� 
�#�	 �������� ��� ������
 ��""�	 ����	"����� E��� ���
��""�	 ���	�� ��
����� ��� ��� �6��� �� ��"�	����7 ���"
��� �8 ��� 
���	 "�3�	 ���� ��� ��	�
��""�	 	������ ���� ��� �� ���	��
 �>���� :�$;�
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$'=' F�/ ���������� �� ���/��� �������� 6��� �<����� ������

���� �������� �����* ��� ��!�� ������������ ��� ����� ������ ��� ��� ����� �� �����
�������� ��� ��� ������� ����6�����

• �<����� ������ ��� �������/ ��� �� �����%��%���%��� ���������������/ �I��%
���� �� ��� F�
 ���  �
 6���������� 3��6� �� #'#8 µ� ���� 6����5 ��� 
2

3#'#G µ� ��� ����65 �� ��� ���� ���� R7S'

•  ������ ��������� ������ ��� �<����� ������ �� N�� ����� ������/ ������%
�����* 6����  ����� .����< 0�I�� 4�/���� ������/� 3 .04��5 ��� �/ ���
��� ���� ��������� ������� �� ���� ������' ����� ������/� ������ ��<���
6��� � ���� H�� ���������� 3�
�5 �� ����� ������ ���� �6������ ��� ����� ���
����� �� ������>����� ��� ����� ���� �� ����������� ������ ��� ��I�� ��/�����'
1������/* ���� �6������� ��� �D����� ������� ����� �� ��� �
�� ����� �
���� �������/ ��� ��6 �������%������ �� ��� �������' ��� ������� H��� ����
��� ��������� �/ ������%�������� ��� ��6%������� �������� ����� ������%
���� ��� �� ��� �������� ������� �� �%,� �/�� 6��� � ��6 ������� �������/ ��
7 ��2L�� ��� ��6�� R77S' .������ ��� ����I��� ��/������>����� ����������
��� H�� ���� ���/�/��������� ������� �� ���/%,�' ��� ��I���� ���������� ���
���� ����� ��/������>����� ������� �� �� ��� ����� �� G## ◦4' 4��������� �������
�� �� ���� 6��� ���������/ ������ ��� ������������ ����� ���������'  ������
����%���������� ���������� ������� �� I���> ���� �� ���* ���� 6��� ��
���/ �<������� ��� ������ ����������� ��� �/����� ������/ ��>��' ������� �<%
����� ������ ��� �����/�� �� ������/ ���� ��� �%,� �� ��� ������� ����������'
���� �/��������� ������ ��� ����� ���� �� ��������� ���� � ����%������ ����
���� ����� ��� ������ ������/ ����' ���� ���� �������/ �� �������� �/ ����
����������� �� ��� ��������� ��� �� ������ �� ������� � �D����� N����'

• �� ��� H��� �� ������� ���������������� �<������ ��� ��� ������������ �����
������ ��� 6������ )���� �������� �� H����'  ������ �� ��������������� ���%
� 6��� �� ���� �� �� ��� ���� !��* ����/ � ����� ���� �� ��� ��� ���������
��� ����� ���� ���� �6� 6��������� ���� �����/ ���������' ���� � H��� ��
���������� ����� ����6 ��� ����� ����* ��� �������� ������� �� �<������/ ����
��� ��6 ����� ���������� �� ����������� ���� � ���������� ����< ��������� ��
��� �������������� H��� ����'

 �) .�� ��������
 � ������ 	��	��� ���� ���

����� �	
��


�� ��� ������� ������� ��� ��������� �������� �� ���/��� �������� �������� 6���
�������� �� ������' �� ���� ������� 6� �������� ��� �������� ������� �����' 2��
��� �����/��� ��������� �� ��� ���������/ ��� ���/��� �������������� 6��� ��
������������ ���� ����'

 ������ ���� �� ��� H������ ���� ��������� ��� ���� �� ���������� �� ���������*
��� ����������� �� ������ ���� ������ ����������� ��� �� ����/ ������� �� ���
��������� �������� ��� � H<�� ����� ���%� 3������ 6���������* ������ ���� ���%
I���/* ���'5' ��� ���� ��������� ����������� �� ���� ������� �� �6�����' 
�����/
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4������ $' .������������� ���/���� 6��� �� �<����� �����

6� ���� �/�����������/ ������������ ��� �������� ���������� �� ��� ���������� ���/%
���� �4* ���* ��* �.. ��� �, �� 78$ ��� "&; �� ���� � ����� N���� �����'
 �� ������ ��� �������� 6��� �<������� �<���������� ����' ,������/ ��� ������%
���� �������� �� �������������� ��� �<������ ������ ���� ��� ������%���� ��������
�������� 6���� ��� �� ���� �� ���/ �������� �������� ������ ��� 6���� �� ��
������ ���������� �� �/����� ����� ��������� ����������'

��(��  ���	
�� ��	�� 
� #�������

���� �<����� ���� ������� � ���� ��/�� 6��� ��������� d �� ��� ���� N���� �<�����
� ������� ��������� ���� Fth' ���� ��������� 6��� �� ������� ���6 ���/ � ������
���������� �� ��� ����� �� ����� �� ���� �� � �����/ ��������� ���/���' ��� �
H� �� ��� �<���������� ���� �� � ����������� ����* d �� ��������� �/

d =
1
α
ln

(
F

Fth

)
3$'&5

��� F > Fth' α �� ��� �C������ ���������� ���D����� ��� F ��� ������� ����� N����
3�QL��25' ��� �������� ����� �� ���� ��������� ���������� ���/���� ���� ����
��������� �/ �������� ��� ������ �� �������� ������� 6��� "# ����� �� ��C�����
N�����' ��� �������� ���� �� ���� ��H��� �/ ��� ����� �����/ ����� ������� �/
��� ����� �� �����' .��������� �� ��� N���� 6�� ��������� �_��� ���� �
.�������� .=## �����/ ����� ������ �� � Q8 �/���������� ��������'
����� ��� �<��������� ��� N���� �� ��� �/ ����� ��� ���������' ���������* ������
��C������� �� ���� ����� ����� �� ����������� 6��� ������ �� ��� ��������� �����
�� ��!��� �� ��������* ������� �� ������������ ���� ��� �<��� ������������' 2���
���� ���� ��� N���� �� ��������� ����� �� ��� ���� �� ��!��� �� ����� 3� �� 7# O
���  �
5 �� �� ��� ����������� ����� �� ��� �<����� ���������* ������ �������*
���� ���������� �/ ���* ���' 
�� ���� ������ ������ ���� ������ ����� ���� ��
���� 6��� ������'

��� �<��� ���� ������� ��� ���� �� ��� ���/���� ��� �� ���� �� ��� �������
�������' �� H��� $'$" �� �������6 �� ����� �� ��� H�� ��������� �� 3$'&5 �� ����
 �
 ��� F�
 6����������' ,��� �/����� �������� ����� �� ����� ��������� ����
���� ������>�� �� ����� $'7& ��� $'7=' 
��� ����� ���� �� ��� �� ��������
���� ��������� 6��� ���������/ ��6 ���������� ���D�������� ���� �� ������ ������ ��
N����� �D������/ ���� ����� ����� ���������' ���� ����� ��/��� 7 µ� ��� �.. 
�� "&; �� 6��� 7 QL��2 ����� ��� ��������'  � ��� ���������� �� ��6��* ��� ����
���� �� ���� N����� 6��� ���� �������� �� ������ 6����������'  � ��� ��<���
���� ��6�� �� �<����� ������ �� ���� 6���������� 3T�
* T�4�5 �� �� ������� ��6��
���� ��� F�
 ���������* ��� ������� �������� ����� 6��� ����� ����� �� �������� ���
F�
'

��� ��6�� ���������� �� �.. ����� ���� ��� ����� ���� ��� ��������� ������
���� ��� �������� ��/��� ��� ������� �����' ���� ����� ����� �� ������� ���%
����� 6��� �� �������� ���� ��� ������ ��H������' �� H��� $'$$ ����� H������
��� ���������� �/ ��������� ��� ������� �� �4 ��� �.. ������� �� "&; ��
3:&# �QL��25� ��� ����6���� ���� �� �������� ��<��� �� ���� �� �.. * 6����
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$'=' F�/ ���������� �� ���/��� �������� 6��� �<����� ������


���� $'$"�  ����<������ �������� ����� ����� ���� N���� ��� ���������� ���/%
����'

������ ������ ����� ��� �������� ��� �4'  ���� �� ��� �����/ ������ �� �.. 
������� ��� �������� �� ���/ ����� ������� �� �� �<�������� �� ����������� ���
������ ����� ��������'

��(�� 6
���� ��� �%�	
#�� #%��� ����
��

.������������ 6��� �/������/ ������ � ���%������ ������ ����� ���� ����� ������
����* �������� ������ ����������� 3������* �����5 ��� ���� ���H��� 3��� ���� �� �
������5' 4���������� ���� �������� �� �� ������� ������� �������� � ������� ��/��
�� �������� ���� ��� ����* ����� ��� �6� ������� �� ���/ ��� ����� �������� ������
��!�� ��� ���� N���� �� ������ � ������� ����� �� �����' ��� H��� ������ ���
�� ���� �� �� ��������/ ������ ����������� ����� �� ��I���� ������� ������� ��
��� ���� N���� ����� ��������* ���6����� �� ��� �������� ���� �� � ������� ��
N���� ��� ��� ������ ���/ ������< ��� ����������� ��������'  ���� ���������
�������� �� ����������� ��� ����� �� �����' ���� ��� ���� ���������� ���� �� ����
�������� ����� ���������* ��� ����� �� ����� ���� ��� � ������ �� ������������
�� ��� �<����� ����'  � ��� �������� ����� �� ��� ������� ������� 6��� �<����%

88



4������ $' .������������� ���/���� 6��� �� �<����� �����


���� $'$$� .������� �����/ ��H������ �� �4 ��� �.. �� �� =# ����� ����
� F�
 ����� �� :&" �QL��2'


���� $'$&�  ������� ����� ��� ��C����� ���� ����� ������� �� 78$ �� 3"# ->
���������5' 0�6�� ����� ������ ��N���� �� ��������� �� ��� �������� ���� ��
�.. '
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$'=' F�/ ���������� �� ���/��� �������� 6��� �<����� ������


���� $'$=�  ������� ����� ��� ��C����� ���� ����� ������� �� "&;`�� 3"# ->
���������5' 0�6�� ����� ������ ��N���� �� ��������� �� ��� �������� ���� ��
�.. '
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4������ $' .������������� ���/���� 6��� �� �<����� �����

�������� ����� Rµ�L����S
���/��� 
th R�QL��

2S α Rµ�−1S �$$ �%&��2 �$$ �%&��2 � %&��2∗

�4 "7 7;'8 #'#G; #'7&= #'"#&
��� 7; 7=': #'7#& #'7;& #'"=&
�� "= 7;': #'#G= #'7$= #'78G
�.. $& :'$ #'7;" #'$&" #'=$:
�, 7= "&'7 #'#G& #'7": #'7G$
∗ (���� ��� ���� N���� ��� ����� �� ���������'

����� $'7&� �/����� �������� ����� �� 78$ �� 3 �
 ��������5 ������� �� � ����
���� �� "# -> ��� �������� ���� "# �����' Fth �� ��������� ���� � �����%�I��� H�
�� � ����������� �������'

�������� ����� Rµ�L����S
���/��� 
th R�QL��

2S α Rµ�−1S �$$ �%&��2 �$$ �%&��2 � %&��2

�4 :$ :'8 #'#G$ #'"$" #'&#:
��� $G :': #'7:; #'$#; #'=77
�� == 8'# #'#;: #'7;$ #'$$7
�.. "G" 7'# % #'#&" 7'":;
�, 7$: &'& % #'7GG #'&$;

����� $'7=� �/����� �������� ����� �� "&; �� 3F�
 ��������5 ������� �� � ����
���� �� "# -> ��� �������� ���� "# �����' Fth �� ��������� ���� � �����%�I��� H�
�� � ����������� �������'

�������/ ���������� ���� ��� �������� ������ ��� � ����� �� "# �����* � ��������
I������ �������� ��� �������/ �� ��� ���� ����� ��� ��C����� ���� ����� �������'
���������* ��� ���/���� 6��� ���� ������� 6��� � ������ �� ���� ������ 37* =* 7#*
"# ��� =# ��������� �����5 �� � ���������� ���� �� "# ->' .��������� �� ���
�����/ ������ 6��� � �/�� ���H������� ������� ��� ���� ���� ���� ��� ����� ����
�����' �� H��� $'$& ��� $'$= ��� �������� ����� ����� ���� ���� �� �������� ���
������� N����� �� �����������/ 78$ �� ��� "&; ��* �������� 6��� ��� ������ H��'
,��� ��������� ���������� ��� �� ���6� ���� ����� ������� �.. ����� ������
������������ ���� ����� ��� ��C����� ���� �����' ���� �������� ��� �� ��������
�� ���� ������ 6��� ��� ������� �.. ���� ���� �� ��������� ����� N���� ���
���� ��� ��C����� ���� ������ 3����� ��6�� �����5' 4�������/ �� F�
 ���������
�C���� ������ ��� �������� �������/ �C��� ��� ���� ���� ����� ��� H��� ����� ���
���� ������� �������������� ����������� �� ���/ ������ �� �������/ ���6���
��� ���� ���� ��� ��� ����� �������� �����' ���� �� ���������/ ����������� 6���
����� ������� ���� �� �� ���������� 6��� ���� ������/' .��� �������� �������%
���� �� ���� �������� ��� �� ���� �� ��� ������� �������'
���* �� ��� �, ���� �� ������� ��� ������ ������� ��� ���� ����� �� ��
��� H��� ���� ��� ����� ������� �����H�����/ ���� ��� ������� ����' ���������
���� ��� ���/ � ���� �� ����� ���/����* �� ���� N���� N�������� 6��� ������
� ����� �� ����� ���������� �� �������� �����' 
��� ��� ���/����* �4 ���6�� ���

7#"



$'=' F�/ ���������� �� ���/��� �������� 6��� �<����� ������


���� $'$:�  ������� ����� ��� ��C����� ���� ���I������ �� 78$ �� 3�������� ����
7## �����5'

���� ���������� ���� ���� �����'

��(�� �%��� ��#�	
	
�� ��	�

1�� ����� ��������� ��� ��� ���� �������� /��� ��� ���������� ���� �� ���� ���%
I���/' 1��� � ������� N����* 6��������� ��� ���/��� �� ������* ��� �����������
���� ��� � ����� ������� ��� �� ������ �/ ��������� ��� �<����� ����� �� � ������
���� ���I���/	'  ������ ���� ������������� ����� �� �� ������ �� ��� ������/����
������������* �� �� �� ��!�� ���������� ��� ����������� ��� �������� �� � �����%
���� �����������' 
�� ���� ������ ��� ��N���� �� ��� ���� ���I���/ �� ��� ����
���� 6�� ������������� �������� 6��� ������� 6��� 7## ����� H��� �� � ����������
���� f �� "#* =#* 7## ��� 7=# ->' ��� ������ ��� ������/�� �� H��� $'$: ���
$'$G' 2� ���������� ������ �� ���� ���� �� �������� ��� ���� ���������� ����� � ��
7=# -> ��� ��� ���/���� �<���� �.. �� "&; ��' 
�� ���� �������� ��� ��������
���� ��������� �/ ���� ���� $# O �� ��� ���� ���I���/ �� ������� ���� "# -> ��
7=# -> �� ��� F�
 6���������' ���� ��� �� ��������� �� ��� �������� �� � �������

	?�	 �������� ��
�����7 � 
�	��	 �"�	��	� ��2� 3�

 �
�� �"��� �" ��� "	������

7#$



4������ $' .������������� ���/���� 6��� �� �<����� �����


���� $'$G�  ������� ����� ��� ��C����� ���� ���I������ �� "&; �� 3�������� ����
7## �����5'

��������� �� ��� �������� �������'  ��������/* � ���������� ���� ���6��� =# ���
7## -> �� ������ �� ����H� �����������/ ���� ��� ��������� ���� ����'
�� R7"* 7$S �� �� �������� ���� ������� ������� �C���� ��I��� ��� ���� ����������
���� �� ������/

fmin 	 0.1Dα2/N

6��� N ��� ����� ���� ����' ���� �<�������� ����� ���� ������ �������� �������
�C���� �� �� ��������� �����' ���� α K 7#3 ��−1 3������ ���������� ���D�������

�� �.. 5 ���� ������� fmin K = -> ��� 7## �����* 6���� �� ������/ �� ����� ��
�������� ��6�� ���� �<�����������/ ��������' �� 6� �� ��� �C������ ������������

���D����� �������* ���� ��� ��������� fminK =# -> ���� �� �� �� � ���/ ����
�����<������� �� ��� �<���������� ����'

-������ �� ��� �������� �� ������ ������� �� ���� �� ���/ 7## ����� ��� H���' -�6%
����* �� ���� ���������� ����� ��� ���� ���� ���� �� �� �������� ���� ��� �������

�
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7#&



$'=' F�/ ���������� �� ���/��� �������� 6��� �<����� ������


���� $'$;� ������ �� ��� ��������� �������� �� �� ������� ��� ����� 6���
�C���� ����� ��������� ����� ��������� 3�5 ��� ����������� �� ��� �����/ 3�5'

������/ ����������� ��� �������� ��������/ �� ��� ��������' �� H��� $'$; �<��%
���� ��� ����� 6���� �.. �� ������� �� "&; �� �� ���� ���������� �����' 4����
��������� �� ��� ��������� �������� �����< ��� ������� �C���� ��� �� ��������'
2��� ���� ����� 6���� ��� ���� �� ����������� ��� ��� ����%� �� ������ �� ���
�������� ��� ����� ��������� �� ����� ����������'

��(�' 8��	
�� �� 	�� #������

���� ��� �<����� ����� ���� �� �������� �� ��� ���/���* ������� ��� ���%�������
��������� ��� ���������' �� R7&* 7=S ��� ��������� ������ ���������� ��� �������� ��
�� ��� �.. �� ��������� �� �� �����������/ �� ����� 7=## F ��� :## F' �����/
��� ������ �� ��� ��������� ���� �� I��� ��6 �� ��� ��!�� ���� �� ��� ��������
�����/ ������ ��� �������� ����� 6��� ��� �!����� ��������' ��� ���� �C����� >���
−�������/ �������� �� �� - B �� ���������− �� ��� ���� ��������� ��� �������
������ ���� �� �<����� �� ���� ����������� 3H��� $'$85' ��� �<��� ����������
������ �������� ����� �������� ������ �� ��� ����� �� ������� ������� ��� ���
�� ����� ��� �������� ����������'  ������ ���� ��� ���� �<������ ���6��� ���
����������� �������� ��� ��� ��������� �������� �� �� ��� ����� �� ��� ����
������� τ��* ��� ������� 6���� �� ��� - B ��� �� ��������� �� � ������� �� ���
������� ��C���� ������ Lth =

√
Dτ 6��� D ��� ������� ��C���/ 3�<������� ��

��−2�−15'  � � �������� 4Lth* ���� ��C���� ���� ��� ���������� ���� 6��� �����/
�C��� ��� �������� ����������' 
�� ���/���� ������� 6��� �<����� ����� Lth
���� ��� �<���� #'7 µ� ��� ��� ������� �<������/ �����' �� ��� �������� ���������*
������ ����� ������� ����� �� ����������' ��� ����� ���� 6��� �����/ ��������� �
���� ��/�� �� ��� ��������� �������� ��� ��!��� �<��� ���� ���� ��� �� �� ����������'
��� ������� �����/ ��������� �� ���� ��/�� �� Q = CFth R7&* 7GS 6��� C � ��������
��������� �������� ��� Fth ��� ��������� N���� ��� ��������' ���� �����/ ���
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4������ $' .������������� ���/���� 6��� �� �<����� �����


���� $'$8� ����������� �� ��� -���  C����� B���'


���� $'&#� ���� �� ��� �������� �����/ �� �.. 37 QL��2* "# ����� �� "&; ��5
�� �������� �� ��� ���� ���� ������' ,�����H�� ������ ��� �� ���� �� ��� ������
�� �� �<������� ������� �� ��� �����/��� �������� ��/��' .��� �������� ��� ��
�������� ����� ��� ������'

�� ���������� ���H��� �� � ����� 6��� � ������ ���� �I����� ��� ���� ����
��� � ����� 	7Lα' 4����I����/* ��6 ���������� ���D������ ����������� �/ ����
�������� ���������� ��� �����������/ ���� � ��� ��������� ��������' �� H��� $'&#
�������� ��� �� ���� ��� ��� ������ ������� �� �.. ����� ����6 ��� �������
������' 2��� ���� Lth ��� α

−1 ��� ���������� ��� ����%���������� ���/����'

��(�( )�
	� #��*��

���� � �������� �� �����������/ �������� �� �� �������� ��� �������* ��� �������
������� 6��� ������ ����6���� ���� ��� �� �������� �� ������� �� �������' ��� �����
�� 6��� ������ ���� ��� �� �������� �� ������ ������� ����� ��� �������� ����� ��
��� ���� ��� �� ������' ����� ������������ ����� ���� ��� ������� ����� �� ����
3�1
5 �� ��� ���� �������/ �/����* ��� �������� ���������� �� ��� �������� ���

7#:



$'=' F�/ ���������� �� ���/��� �������� 6��� �<����� ������


���� $'&7� 4����/ 6��� ����� ����� N���� ��� �4 ��� �.. � ����� ���������
��������� ����� ����� �� 3$'=5 ��� ������� ��� �<���������� �����' ��� 6����
6��� ������� �/ �<������� ��� �����%������� �� ������� 6��� � ������� ����� ��
=# µ� ��� ������� �� F�
 3"# -> ��� ����5'

��� ����� N����'

)�/��� �1
 ��� ������ ��� ������� ����������� �� ��� ����� ��/� 6��� ��C�� ���%
��������/ ���� ���� �� ��� ����� ����� ��� ���� 6��� �������/ ���� � ������ ������
�� ��� ������ 6����' �� R7;S � �������� ����� �� ��������� 6���� �������� ��� �����/
���H�� ������ ��� �<����� �/���� ���� ������'
������ �1
 ��� ���������� �� ��� �����/ ������ 6��� �����<����� ��� ��/ ������%
����� �� ��� ����� ����� ��� ��� 6��� ����� φ ��� �� ��������� �/ ����������� �
����H�� N���� F ′ = (1−R(φ))F ' ���� N���� ����� �����%��������� ��N�������/
���� ������' ��� 6��� ����� 6��� ���� ������/ ��� ������������

(1 −R(
π

2
− φ))F = (1 −R(0))Fthres 3$'=5

���� ����������/ �<������� ��� �������� ������ ����� ��� ��������' 2��� ���� φ ��
������� 6��� ������� �� ��� �������� �����'

��� 6��� ������ �������� 6��� ���� �<�������� ��� �������� �� ������� �����
�� ���� �� �.. ��� �4 �� H��� $'&7'  � ��� ����� ���� ������� � ��C�����
���������� �� ����>����� ��� �������� ���������* �����%�������� ��������� �� ����
���������� 6��� �<������' 
�� �4 ��� ������� 6��� ������ ���������� ������
6��� �� ��� ��������� �����' 
�� �.. ��� ��������� ������ ������/ �<����
��� ������� ����� �� 6� �� ��� �������� ��������� ���� �I����� $'7=' ����
�������� ��� �� �<������� �/ ��� ���������� �� ��� �������� ��������� �� ���
���� ���� ��� N���� ��� �.. ' �� � ��6�� Fth 37## �QL��

") �� ������* � ���
������ ����������� �� ��������' �� ���� ����� ����� ������ �� &%=◦ ��� ������� ���
N����� ����� 7 QL��2'

��(�+ ,����
� ����	
��

 � ��������� �� $'='" �������� ����� ��� �� ���������� �/ ��� ����� ����� ��
�����' 
�� ������ �������� ��� ������ ����� �� �������/ �I�� �� ��� ����� ��

7#G



4������ $' .������������� ���/���� 6��� �� �<����� �����


���� $'&"� ,������� ��������'

����� H��� �/ ��� �����* ��������� �/ ��� �������� ����� ��� ���� d' 
�� �/�����
�������� ��� ����� �� � ����� −→r ��� �� ��������� ���

depth(−→r ) = d

∫ l2(t1)

l1(t2)

f(l)dl
v(l)

6��� υ(l) ��� f(l) �����������/ ��� ����� ���� �������/ ��� ���� ���������� ����
����� ��� �������� ���� 3H��� $'&"5' ��� �������� ��������� ��� ����� ����� ��
����� ����� ��� ���� ���� ��� ���� �������� ��� ����� −→r * �� ��� H��� ���������
�� ��� ���� �������� [t1, t2]' 
�� � ���������� ���� ���� �� ������ a ���� �����
6��� � �������� �������/ v 6���� ��� ����� �� H���� �� � �������� ���������� ���� f *
6� ��� �������� ��� ����� �� ��� ������� ������ ���

depth = d
fa

v
3$':5

�� ��� ����� �� ���/ H��� ����� ���� ����������� ���� ��� ��������* ��� �������
������ 6��� ������ � ���� 6��� �� ����� θramp = atan(deptha ) �� ��� ����� ���
��� ���' �� ������� ���� ���� ��� � �����6�/ ����� 6��� ���� 6���� v/f ��� ����
������ d'  � ��� ���� 6���� ����� ����6 ��� ������� ��������� �� ��� ��������
������* ��������� ����� 6��� ��� �� �������� ��/ ���� ��� ��� ���� 6��� ������
� ������ ������' ,���� ��� ���� �������/ ������ �� ��� .���������� ������ �
��������� �� ∼7'= µm 37= �� 8# O ���������� �� N���� �� ���� ����5* ���� 6���
����/ ���� ��� �������� ����� 3�� µ�L�5 ����� �I�� ��� ���� ���������� ���� 3��
->5 �� ������� � ���� 6���� 	 7 µ� ��� ��� � ������ ������' 
��� $': 6� ���
����� ���� ��� ������� ����� ��� � ������ ������ 6��� �� d × a' �� ��������
���� ���� 6��� ��� �� �� �� ��6�� �� ��� ������� ���� ����� �� ��� ���� 6���
6����� ��� ���������' ���� �� ���������/ ��� ���� 6��� ���� �������� ��� �������'

����� �������� ��� ������ ����6 ��� ����� ���� 3J������ �������� �����J �� H���
$'&$5 ��� ��� ���� ����������� θramp' �� ���� �������� ��� �� �� ����������* �� ��
��������/ � ���� ���� �� ������ � ����� ������� �� ��� ���� ���������' ���� ����
��� ���/ ������� ��� �������� ����� 3���� �������� �� ����� ������� ��� ����5
�� 6��� ���� ����� θramp' �� R78S �� �� �������� ���� �������� ������ ����������

7#;



$'=' F�/ ���������� �� ���/��� �������� 6��� �<����� ������


���� $'&$� ������ ����������� 6��� �������� ��������'


���� $'&&� 	����� ����������� �� �4 6���  �
 ����� ���� � �I��� �������
�� 7:& µ� 3��%������ ��>�5' ��� ������� ��� ��� ��������/ 7## µ� ���� ��� ���
����� �� ������ ��� ���� ������ ��� ���������' ��� ������� ������ ���6� �<�������
����������� �� �� ������ ���������� �������� �� ��� �����/��� ���/���������'

����� �� ��� ������ �� ��� �!����� ��������� ���� ��� �������� ������ ����� ���
������� ��6���� ��� ������ ��� ������ ���������� ��� �� ���������� �� � ���� ��
����%�0� 3����� 0���� ����������5' 
�� ��� ��� �������� ����� 6�� �<�����������/
����H�� �� �� 77◦'
 � ����������� �� �� ������ ��� ������� �������/ �/ �������� ������� ����� ���� ���
���� ������' ���� ��� � ����� �������* ��� �������� ������ ����� ��� �� ����
��6 �/ �������� � ������� ����� �� ������' �� H��� $'&& ������� ��� ��������
���� ��� ������� 6��� � ����� �������' ��� ������������� ����� �� ������ ���
�������� ������ ������ ��� ����� ��� ���� ������' )��� ������ I����/ 6�� ��������
��� ��� �������� θramp 3G

◦5' 
�� ������ ���� ��������* ��� ������ �� ��� ������ 6��
�������/ ������� 6��� ������� �������� ��� ��� ����� �� ��� ������ ���� ��� ��
������� ��/ ����'
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4������ $' .������������� ���/���� 6��� �� �<����� �����
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����� I�������� ��� ����/ � ����� �� �������� ��� ���������� �<���������� ���%
������� ��� ������������ �� � �������������� 6���������� �� ������ ����� �������
�� ��� ���� ������' .�������� ��������� �������� ��� ��I���� �������� ���� 6����
� ���������� ������ �� ����� ����� �� ��� ���� �� �� ������� ������' �� �������
�� ��� ����������* ������� ��� ������� ���������� �� ��� ��������* ��� ����� �� ���
������� ������ ��� ��� ����� �� ��� �����/��� �����%������ ����������� ���������'

�� ���� ������ �� �� ��� ���� ��������� �� ���� ���� ��� ��������� �� ��� �������
�/���� �� ��� 6����������' �� ���� �����<� ��������� �� ��H��� �� ��� �������� ����
6���� � ���������� ��������� �� ����� N���� ����� 37#%8# O �� "#%;# O ������%
����5 ��� �� ���������� �/ ��� ���������� �� ��� ������� �/����� 6���������* 2 
��� �����������' ��� ��������� ��� �� �<������� �� k1λ/NA 3k1 �� � ��������
��������� �� ��� ������� �/����5 ��� ���� ���6� ���� ������ 6��� � ������ NA
��� ������� ��� ���������'  � ���� ��� ���/ �� �������� 6��� � ������ �������� ��
��� ������ ���L�� ������� ����� �������* �� ����/ ��������� ���� ����������� ��
��� �/����' �� ��� ����� ����������� 6��� �����/ �C��� ��� �C��� �� � ������ NA'
�� H��� $'&= ��� ���� ���������� �� ��� ���!������ ���� �� 1����J� .���������� ��
�����'
��� ������ ������ ��>� �� �� ������ ���������� �� ��� ���������* �� 6��� ������
�� ��� ������� ��������� �������' 
�� ������� ����� ��� ������ �������� 6��� ��
�� ��� ���� ����� �� ��� �/���� ���������* �� ��� ������ ��>� �� �'�' � ��������
J�J ������� �� � ������ 3�� �� ������� ������������5 ��� �� �����/ ��� ����� ������'
�� ���� �� ���/��� ���������* ��� ��� ���������� ��H������ 6��� �� �� ��� ����
����� �� ��� ������� ���������' 
�� ������* ������� �C���� 6��� �����/ ��������� ���
���������� ���� ��H������'

 ������ ������� I�����/ �� ��� ����� �� ���� 3�1
5* �<������� �� k22λ/NA2' ��
���������� ��� �������� ���� 6���� �� ������������ ���� �� ��������� ����� �����'
Q�� �� �� ����� ����� 6������* ��� �1
 ���������� ��� ��������� �� ��� �����������
�������� �� ��� ���� ������' ���� ��� ���� �� ����* �1
 6��� �������/ ����
��N���� ��� ��<��� �������� �����* �� �������� ������� �������� ��/��� ���
���� �����'  � ��� ��C������� ���� �� �����/ ���H��� �/ ��� ���� 6���� �� ���
������� �������* ���� ���� ����� ��� �� ����������'

��(�. $���
�
�� ��#	� �
�
	�	
���


��� $'='= 6� ����� ���� ��6�� N����� ����� �� ������ ��������* ��6�� ������ �����
��� ��� � ���� ������� ��������� �����' ��� ��<��� ����� �� � ���� ���
���� �� ������ �� �I�� a2 tanθ* 6��� a ��� 6���� �� ��� ���� �� ��� ������' 
��
7## µ� ����� ���� ������ � �� :## µm �� �4 �� 7 QL��2 ����� ��� 6��� ���������
�� ;=◦' ���� ����� �� ����/ I��� ������ ���� 6��� 6��� �� �<������ ����� ��
��� ���� ����� �� ��� ���� ���!������ ������' -����� N����� 6��� ����� �� ����
������ ����� 6��� ������ ������ ������'

��-� ��� ������ ������ "
���7 ��� ���� �8 � 	�������
�	 �"�	��	� �� "�� �� ��� �"����
 �6���
,�� �		������� "	�@
� �� ��� ����� "
��� �
��� ��� ��	������ "�	"������
�	 �� ��� ����7 �� ��
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���� ,��� 	��"���� ���3� 	�����
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$'=' F�/ ���������� �� ���/��� �������� 6��� �<����� ������


���� $'&=� ����������� �� �<����� ���!������ ���� �� .���������� 3������/ ��
1���4* )�����5'


���� $'&:�  �
 �������� �� F����� �� ��C����� N���� ������ ��� 6��� ��C�����
���� �����'


��� �<���������� ������������ ��� ���������* ���� ����� ��������� ���� ������
����� ��������� ����� ��� ��������� ���/���� ���� ���� ���������' �� ���/�����
�<����� �������� �� F�
 ���  �
 6��� � ��6 N���� ������ ��� ��������� �� � ������
��/�� R7&S' R"#S �������� ���� ����6 � ������� ��������� 3	":# �QL��2 ��� F�

��������5* ��� ��/�� �������� �������/ ��������� 6��� ���� ���� ���� ��������
������ ��� ���� �������� ��� ������ ��������� �� ��� ������ H�� �������� ������
��������'  � ������ N�����* ��� ������ ��/�� ���� ��� ������� ��� � ������
������� ������ �� �������' ����� ��� F����� H�� �� 	��������6* 6� ������������
��� �������� �� ��� � ��/�� �����  �
 �������� �� ��C����� N���� ������' ,�.
������ �� ��� ������� �������� 3H��� $'&:5 �� ������ ��� �������� �� ��������� ����
������� �������� ������/� ����� ���� ��� �������/ ������ ���� ��� �����/ ������
6��� � N���� �� &; ��� :" �QL��2 6�� �������' 4������� � ������ N����
��������� ����� �������� ��� ��������/ ������ �� � ����� ��� ������ ������� ��
$7" �QL��2 �� ����� ��� �� �������� ��/ ����' ��� ����������� �� � ��� ������
��/�� ��� ��� ���� �� �� �<���������'
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4������ $' .������������� ���/���� 6��� �� �<����� �����

�4 ��� �� �.. �,
 �

����� Rµ�S 7$'$ 7:'7 7"'$ $"'" 7"'#
�������� Rµ�S #'7$" #'7:; #'7"= #'"#:1 #'778

F�

����� Rµ�S &"'# =#'G $&'& 7$G'# &&':
������� Rµ�S #'"78 #'&"7 #'"7" 7'#"82 #'"8:

1 
�� � ����� �� 7:'$ µ�* #'7:: µ� �������� 6�� �������'
2 
�� � ����� �� $:'7 µ�* #'=&& µ� �������� 6�� �������'

����� $'7:�  ������ ��� �������� ����� ��� ������� ������� 6���  �

3":$ �QL��2* 7## �����5 ��� F�
 37'#&= QL��2* 7## �����5' �� ����� �� ����
������ ���������� 6��� ��� ����� ���/���� ��������* ��� �������� ��� �.. ��
���� ����� ��� � ����� �����/ ����� 3�������� 6��� =# ����� �� ":$ �QL��2 ��  �

��� 6��� =# ����� �� &$; �QL��2 ��� F�
5'

��(�/ $���
�
�� ��%������

���� � �����/ �� ������� �� ��� ���/���* �� 6��� ����/ ���6 � ���/ ������ ������
�<���� ��� ���� ��������� ��������� ��� �� ��� ��� �.. ' ��� ������� �
��������� ������ 3H��� $'&G5 �� ���� 78$ �� ��� "&; ��* ��� �.. ����/
�<������ � ������ ������ ��/�� 6��� �������� �� ������ ��� ������ �� ��� F�

6���������' �� ����� �� H��� $'&# ��� � �������� ���6 �� ��� ������ ������� ��
"&; ��'

��� ������ �������� ��� ���� ������� �� ���� �� �4* ���* ��* �.. ��� �,
��� ���� 6���������� ��� ��� ������ ��� �������� �� H���� $'&; ��� $'&8' ���
�������� 6�� ���������� �� ��� ������� ���� �� ��� �����/ 3�������� ���� ;# O ��
��� ����� ������5 �� �<���� ���� ����� ���������� �� ��� ����� �� �� ��C�������
�C����' J,��6J ������ ���������� 3������� �� ��� ������5 6��� H������ ��' ���
����������� ���� ���� ��������� �/ ���� � 6���� ����� �������������� 3�/��5
�������� ��� ������ �� #';8 µ�'

�� ���� �������������� �������* ��� �������� ��� �������� 36��� ������� �� ���
�����/ �����5 �� �� ��� ���� ���������� ���� ��� ������� ����' �'�' �� ���
�������� �� #'= µ� 6��� �������/ ���� ������ ������ �� � 7## µ� ���� ������ 6����
�� ��� �� � �������� ���� ��� � 7 µ� ������6 ������'

��� ����� ������ 6� ��� ������� ���� �� ��� �����/ �� ������� ������* ��� �������
�������� ��������� �������/ �� ��������/ ��� ������ 6��� ��� �������� �����'  �
��/������� �������� �� �������� ��� ����/ ���/���� � �������� �������� �� ��6 ��
#'= O �� ��� ��� �����/ ����� �� ������� ��� �4 �� "&; ��'

��� ����� ��� 78$ �� ���� ���/ ���� ������� � �� $&# �QL��2* �� �� �� �� ��
�<������ ���� ��� ���������� ���� ������ ��� �������� 6��� �� �� ��� ���� �����'
2��� ���� ��� ������ ���/ ���� ����������� �� ��� �������� ��������'  ������
������ �������� ����� ��� �� ���� �� ����� $'7: ��� ��� ��������� ��� ����
��������� ������������ �� ��������� ����������� 3���������� ������ �����/ ������ ��
��� ��� ������ ��������5'
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���� $'&G� ,�. ������ �� ������� �����/ ������� 3F�
 ��������5'
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���� $'&;� (������� ��� ������ �������� �� ��� �����/ ������ �� 78$ ��'
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���� $'&8� (������� ��� ������ �������� �� ��� �����/ ������ �� "&; ��'
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4������ $' .������������� ���/���� 6��� �� �<����� �����

��� ���� ��� �.. ������� �� ����� ��� ����� ���/���� �� ���� N�����* ���%
����/ �� 6��� 6��� �� �<������ ���� ��� ������ ���6 �� H��� $'&G' -�6����*
��� �������� �� �.. �<����� ����� ������� ��� ��� ����� ���/���� �� ��������
�� �I�� ����� ��� ���������� 3��� �����5'
�� ���������* ��� �������� �� ��� ���/���� �4* �� ��� �, ������ ���������� ��
�����<������/ ��� ���� ����� 6���� �.. 3��� �� � ������ �<���� ���5 ���6�
� ���� ������ ������ ������' ����� �� ������ ��C������ ���6��� ���� 6����������*
�<���� ��� �.. ���� �<������ � ���� ��������� ������ �� F�
'

��(��9 ,���
�

��� ����� �������� ���������� ������ � 6���� ������ �� ��������� ������ ����� ��
��� �������� �� � ���/ ����� ����� ������ ����������* ���������� �<��������* ����%
��������* ���� ��C����* �������* ����������� ��� �!������ �� � ��/�� �� �������� ��
��� ���� �� � ����' ��������� �� ��� �<��� ����� �� ��� ����� ���� 36���������*
���� ������� ��� N����5 ��� ��� ��������* ��� ������� �� ������ ����%��������
����� �� ��� ������� ������� 6��� �� �������' �� ��/ ���� ��� �!����� ��/�� �� ���
��6�/� ���/ ���������� ���� ������ ������������ ��� ���� 6��� ���� �������
����������� ����� ��������� 6��� � ����%�������� �������' ����� ��������� 6���
����/ ���� ���� �� ��� �������� �� �� ����� �� ��� ������� ���� ������/ �����
�!������' ���/ ��� �������/ �������� �� �� J������J 3H��� $'=#5' ��� �<��� ������
�� ������ �� ���������� �/ ��� ���� �<������� �/������ ��� ������� �� ��� ����
����� ��� ��>�* ��� N���� ��� ������� �����' ,����� ��� �<�������� ������I��
�� ��� ������ �� ����� ������ �� � �����������/ �������' ����� ��� ������� 6�/�
�� ������ ������ ���������� ��� ���/ ��� �� �����/ ������� ���� �6� �����������
������ ���������� �� ��� ��������� �� ��������� ����� ���������� �� ���/ ��� �������
����� H������� ��� �������'

����������� �� ���������� ������I�� ��� ����� �� ��� ����������� ���� ��� ����
�� ���� ��������� �������/ ������� �� ����������� ��� ������� �� ��� �������
���������� ��� ��� �� ��������� �/ ���� -� �� -2 �� ������� �����' �����
����� 6��� ��6 ���� �� �������� 6����� 3mHe K &* mH2 K "5 ����6 � ������
�<������� �� ��� �������� ���� ��� ��� �������� ��� ������������ ���6��� ���
�!����� ���������' ���� ����� �� ��� ���� �������� ��������� ��� ��������������'
����� ������������ !����/ ��� �����/���� �� � ������ N�6 ������� �� ������
������ ����� �������� �� �������� 6���� ������ ���������� �� ��� ����������'

�� ������������ 6���� ��� �������� ��� ��� ���/ �� ��� ���������* � ����
��>>�� 6��� �� ��������� -� N�6 ��� �� ����������'  � �������������� �� ���
������ �� ����� �� H��� $'=7'

�� ����%�������� ������ �������* � ������� �� ������I�� ��� ����������� 6���
���� ����� ���� �������� ���� ������� ����� �������� �� N����� ����6 ��������
���������* �</��� ������ ��������* ��� !�� ������I��* ��I�� 6���* ������� 6���
��������� 6���� �� � N�� ��� �������' -�6����* ��� ����� ���6��� ������ ���
��� ���� ������ ��� ���� � ��������* N���� ��� ���� �� ������ �����' �� ���/
����� �� 6��� �����/ ��� �� �������� ��/ ���� �� ���/ ������ ��� ��������� 6�����
�������� ��� ������' �� � ������ ������� �� ��>>�� �� ��� �� ������ ��� ��������
�� ������ �� �����������* ��� ��� �������� ��� �� �� � �����H��� ��/�� �� ��� ����
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$'=' F�/ ���������� �� ���/��� �������� 6��� �<����� ������


���� $'=#� ������ ������� ����� �� ������� �I��� ���� �� 7##×7## µ�2 �� ��'
��� ���� 6�� ������� ���� 7## ����� ���� � F�
 ����� ��������� �� "# -> �� ���'

������' ���� ��/�� ����� �� ����* ������ ���/ 6��� ��� ������ �D������/ �� ���
���� �� ����� ��� �� ��������� 6��� ��� ����� ��������� �������'  ���� ��������
��� ��/�� ����� ������ ���/ ������� ��� ������� �� � �������* ��������� �� �����
������I��' �� ���� 6�/ ��� ������ ���� 6�� ��������� �� ��� ��/�� 6��� �� �������
�� 6���'


�� ������� ������ ������������� �� ��� �������� ������ �� ��� .����������* �
����� N�6 ������� 6�� ���� 3H��� $'="5'  ����� ������ ������ �� ��� ������ ��
������� �� �������� ����� 6��� �� ���� � �� $×$ ��2 ��� � ��<��� ������ ��
� ��6 ��' (���� ����� ��� ������* � ������� ���� �� �� �� �� ��� ����� �����
��� ������ 6��� � �� 6����6 ���� �� ,������ 7' ���� �������� �� �����������
��� ��� �<����� 6���������� 78$ ��� "&; ��'  ����� �� ��� ���� �� �����>�� �/
������� ��� ���� 6����6'  ������ R"7S �������� ���� ������� ������� �� �� ����
������������ ��� � ��� N�6 ����� ��� ������� ���� �� ��� ������ ��� ����� ��������*
�� �� ��������/ � ���� ���� �� ������� ��� ���� �� ��� ������� �� � ���� ���
��� ��� ����� �� � ����� ������' ���� ���� ���%�* ��� ������� ������ ��� �������
�� ������ �� ���� 7## �)�� ��� � �������� ������ �� ����� �� �������� �����
��� ������ ������' ��� ����������� �� ���� ����6� �D����� �<�������� �� ���
���� 6���� ������ ���������� �� ������/ ������' ������ ��� -� N�6* 6����6
������������� �� ���������� ��� �������/ ������ ��� ��������' 2��� ���� ��� ����
6����6 �� ���  (%������� ��� I���>%��� ��������� ��������� �� �<��� G O ���� ��
���� N����'

��A�"�	 ��� G	����� ����� ���� ��� ���� 	�=��	����� 8�	 ���	��08	�� ��
����� �� � C� �	 C2

�����"��	�� B" �� � ��� �8 C�7 ���	�� 8�	������ 3�� �
���� ������ ��	��� ��
����� �8 "�
#�����
�� ����	 �6"�	������� ?	�� ���� ����	����� ���# ����
���� ���� ��� ������� "	����	� �� �8 
���
�
��"�	������
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4������ $' .������������� ���/���� 6��� �� �<����� �����


���� $'=7� ���� ��>>�� 6��� ��������� -�2 N�6 ��� ������ �������'


���� $'="� 
��6 ������� ������ ���� ��� ����������� ����� �� .���������� ���
������ ������ ����������'

��� �C��� �� ��� ������� ��� �� �������� �� H��� $'=$� � ������� ������ �� �������
�� �4 ���� ��� F�
 �����' ��� �<�������� �� �������� �6���� ���� 6��� ��� ������
�� ��� ��� ���� �� ��� N�6 �������' 2� ����������� ������ 6�� �������� �� ���
���� ����'
 � �������� ��� ������� ������ ���� ��� ������* �� ������� ���� ��D��� �� �����
������ ������ ��� ������� ����� ��� ���� ��� H��� �� ����� ��� ������ ������ �� ���
�<����' �� ���� 6�/ ��� �!����� ��������� ���� ���� ���� �� �������� 6��� ����
�����'

��(��� )����%�
��� �� �
�������
�
�� �
	� ���
��� �����
����	
��

��� ������������ ���� �� ��� ������� �������� ��� �� ������>�� �� �����6��

• ���/���� ��� �<������� ��������� ��� �������� 6��� �� �<����� ������* ������%
��� ���������� ���������� �� ���� �� ��������� �� ��� �������� ��������� 3��%
�������� �/ ��� ���� N����5 ��� ���� 7%" µ� ��������/ 3���������� �/
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$'=' F�/ ���������� �� ���/��� �������� 6��� �<����� ������


���� $'=$� 4����/ �� ���/���������* ������� 6��� � F�
 ����� �� ��� 3�5 ��� ��
��� N�6 ������� 3�5'

��� ������� ���������5' �/����� ����� N����� ��� ���������������� ��� �� ���
����� �� #'7%7 QL��2' 0����%������� �������� ������ ������� ���� 6����*
������� �� ����� �� ;#%;=◦ 6��� ��� ����>�����' 
�� ��� ������� N����� ��%
����� �������� � �� ������� ������� �� µ� ���� �� ��������* ��������� ��
��� ����������� ���������� �� ��� �������'

•  ���� �������� ���� ���/���� ���6 � ��������� ������ ������� ���� �� ���
����� �/ ��� �<����� �/����' �'�' ��� ��������� ������ �� ������� ���*
������ ���� 6��� ������ ������ �� �.. '

• 
�� � ����� ���/��� ��� ������� ����� ���������* � ������� N���� ��� ��
������' -��� ����� �������� ��� �� �������� 6��� ��6 ���������� ���/����
�� �.. �� "&; ��* �� ���� ������ ��� ����� ��������� 3K ����� ���
����5 �������/' .��� ������� ���������� ��� �� �������� 6��� �4* ���* ��
��� �,'

• ��� ��H������ �� � �����H� ������� �� � ���/��� ������ ��� �� �������� �/
������ ���!������ �� ��� ������������� ���� 36��� ��� ���� �������* �� ��%
������5 �� �/ �������� 6��� �������* ���� ������H�� ���� ���� ��� ��������'

• �� ���� �� �������� �������� � �D����� ����� ������� �� ��� �������� �����%
���� �� ��������� �� ���� ������ � ��� �������� ������� ��� ����� ��� ���������
������'

• ����� ���������� �� ��� ������� ���� ��� �� �������� �/ ����������� ��� ��%
��� �� ����� ���� ������/ �������' ���� �� � ��� ���� �������� ������� ����
���� ���������� ��� N���� ��!������ ����� ��������'

• ������� ������ ����� ��� ������� �������� �� ���/ ������� ��� ��� �����/
��������� ���/���� �4* ���* �� ��� �,'  � "&; �� �.. ����� �� ����
� �����������/* ������� ������ � ������ ������ ����� ��������'

• ������ �� ��������� �� ��� ����� ��� ������� ������� ����� ��������' ���
�� �� � N�6%������� �� ���� ��>>�� ��� ����� ��� ����� �� ����������
�����������/ ��� �� ��������� �� � ������%������� ������I� �� ��� ���������
���� �� ����� �������/ �� ��� ������'
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4������ $' .������������� ���/���� 6��� �� �<����� �����

 �- !������ 	��	��� � ����
��������


�� ���� ������� �� �������6 �� ����� �� ������/�� ���������� ���� ���� ���� ���%
������� 6��� �<����� ����� �������� 6����� ��� �����<� �� ���� ������' ��� N�<����
��������� ���������� ��� ���� ������� ������������ ���� �<����� ����� �����%
��������� ���/ ������� ��� ������/���� �����������' ���/ ���� ���� ��� �� ���
����������� �� ������� ����������� ������������ �� �����%0�	 ��' �� ��� ���������
0�	 ��������* T%��/ ����������/ �� �����/�� �� ������� � ���/��� ������ ��/��
�� � ��������� ��������' ��� ����� 6��������� �� ��� �/��������� ��������� 3�
��6  �������5 ����6� ������� ����������� �� ���� �������� 6��� ���� ������ ��%
����'  ���� ������� �� ��� ��<����� ���/���* ��� ������� �� ������ ���� � ������
������ ���� ��������������' �� � H��� ���� ��� ������ �� ���������� ��� ��!������
������� �� ���������' 1�� �� ��� ������������ ��� ��� ����%���� T%��/ ����������/
�� ������ �������������� �� ��� ���/��� 6��� �� �<����� �����' ���� �������� 6���
����� �� � ��6�� ��������� ����������* �� ������� ������ �����������'
�<����� ������ ��� �� ���������� �� �<������� ����� ����� ��� ������� ������ ��%
������������ �� ������/���� ����� �� ����������� �� ����� I��������' �� �� �����
����� 6��������� ���/ ��� �� ��� ��� �������/ ��/ ��������' .��� ���!������ ���
������ ����� ��� �������� ������< �������� �� ��� �������� ����� ���� 6������ �/
���� � ������ ������� �� ��� ���� ����� ��� � ���� �������H������' �/�����
����������� ������ ��� � ������ ���� ��� �� �� ��6 �� � ��6 ���� �� ��������� ���
��H�� ��� ����� ���������' ��� ������� ��������� �� ��� ���!������ ������ �� �� ���
����� �� 7 µ� ��� ���������� ��� ������� ���������'

������ �������� ���� ���� ���� 6��� ��� �������������� ���%� �� ��� ��%
�������� �� ����������� ���������/ ��� ��� ����N/ ��������� ����6' ,��� ��
����� ���������� ���� ���� �<��������/ ������������ ��� H���%��������� ��� H���%
�������' ���/ ��� �������� �� ���� ������ �� ��� �����6��� ��������'

-�������
" �
�������� �" 
 0
@ ,�� �� 
 
��&��� %���
��

 ���������� ����� �� 	�2 6�� �����������/ �������� ���� ��� ��������� H�� �/
�������� ����� �������� �� ��� 	�2 ��/�� 6��� � ����� �I��� ������� 3H��� $'=&5'
��� �������� 6�� ���� ��C����� �� �� ��� � ��� ������ �������� ���������' ����
���������� ����� 6�� ��I���� ��� ���������� -��� ����������� �� ��� 	�2'

-&�� 
�������� ��%��%��

 ���������� 3H��� $'==5 �� ���/��������� ���������� �� �� ������ �� =# µ� ����
�� ������� �/ �������� �� ��� ��������� ���� ���� �<����� ����� �������� 3F�
 ��
7;# �QL��25' 1� ��� "×7'= ��2 ������* � ���� ���� �������* �6� ���������
����� ��� .� ������ ���� ��� ����� ��������� ������� 6��� �������� 6��� ��� ����
�����* �� 6��� ��C����� ������� ��>��' ��� H��� ������� ��� ���� ���������/
��� �� ����� ��� �4,�0 ���� �/ �������� ��� ��������� ������� �� ��� ���� 6���

��4-H/ �� � H�	��� ��	��#� 8�	 4�����	�"@�7 H�
���8�	���� ��
���	�"
������ ��� /�8�	0
���� ����
������

7"#



$':' ������/�� �������� �� �������������


���� $'=&� 0����%��������� ���������� �� 	�2 �� �������� ��������'


���� $'==� .��������� �� ���/��������� ��� �������� � �4,�0 ���� 6��� �� ����/
�� �������� H����'

��� �I���� �� ��� ���������� R""S' 
�<��� ��� ���� 6�� �������� 6��� ��� ����
����' 2�<�* ��� .� ��������� 6��� ��� �������� H��� ����/ �� �����������/
������� 6��� ��� �4,�0� 6��� ��� ���� ��� �������� �� ��� ��������� ����� �� ���
����������'  ������ ����������� ���� 6��� �� �����������/ ������ �� ��� �����
�� ������� �/ ������ ��� �����/���� �� � ������� ����* ���� 6�� ��� ��I���� ��
���/ � ������ ��������� ������ �� �� ����������'

)���� 
�������� ��%��%��

���� ������� ������� �� ����/ �� ; ������� ��������� �/ � ����� �� "=# µ�'
��� ������ �����%������� �� ������>�� ��� ���/ ��������� ��� ������� ����������� ��
������� ������� H���� 3H��� $'=:5' 1��� ��� H���� ��� ���� �� ��� �������* �������
������ ��� �� ������� �� ��� �� ���� ����� �� ��� � "�%����/ �� H���� 6��� � H<��
����� R"$* "&* "=S'  ������ ��� "� ���������� ��� ��� /�� �����������/ ���������*
����� ���������� 6��� ��!�/ � ���6��� �������� �� ���������� ����6���� ��I���%
����� ��� �����%�������� ������������ ���������/ ��6���� ��� �������������� ��
"� ����/� �� ������� ��������'
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4������ $' .������������� ���/���� 6��� �� �<����� �����


���� $'=:� ������� H��� ����/ ��������� ����� �� ���/����/��������/���� 6���
�%������ �������'


���� $'=G� .���������� ���������� �� ���/��������� 6��� �������� ������ ����%
����'

�������� "
����
����

����� �<����� ����� ��������* �� �� �������� �� ��H�� �������� �� ������� I����/
�� ���/��� ���������' ���� ����� ���� ��� ������ �������� �� ��� ��������
����� ����� �� 6��� ����6 ��� 6��������� ��� ������ ������� ������� �� ���
����� �������� �����' ,������ ��������� ������ 3H��� $'=G5 ���� ���� ���� ���� �
������I� ������ �������� ������ �������� R":* "G* ";S �� ����������/ �������� ��
������� &'

!
�� �
�������� �" �&�� ������� ,��

 ���� ��������� � 7## ��   ��/�� ���� � 	� � ��������* � ��������� ���/�������
������ �� ����%������ ���� ��� ����' ����� ���� ���!������ 6���%��H��� ����� ��
���/������� ��� �������' �� � ��<� ���� ��� ������� �� �������� �� � �������
���������� �� ����������� 6��� � ������� �������' ��� ����������� �� ������� ��
���������� ������������� �� ��� �<�����   �����* ������� ����%��������� ����%
��/���' ��� ������� ��� ���� � �������� �������� �����������/* �������� ��� ��/��

7""



$':' ������/�� �������� �� �������������


���� $'=;� ���������� �� ���� ���/��� H��� ��   ������ ���������' 2��� ���
����� ����� �������� �� ��� �������'

�� ���� ����������� ���������/' �� ��� �<��������� � ����/�������� 6�� ������*
������ ��� ������ �/���������' 
�����/* ��� ���/��� H�� �� �������� �C ��� ���
������ ������� �� ����� �������� �� � ������� 6��� �� �����������' ���� ���� ��
������� 6�� ������ ���� ����� ��� ������ �/���������' ��� ����� ��C������ ��
������ �������� �� ��� �������� �� 6���� �� ���������� �� H��� $'=;'
��� ���������� ��� ������������� ������� ��� �� �������� ������� ����� �� ���%
������ ��������� �� ��� ��������' ����/ ���� � ��C����� ������� 6��� �������
�������� �����������/ ��� �� ������' 1������/* ���� ������I� ��� ��������� ���
������ ������������ ��� �������/��� R"8* $#* $7S'

A����
� ,��� ���
�
��

	���� H���� ��� ������� ������������ ��� ���� �� ���� ������' ���� �������� ��
�����/ ����������� ��6� �� 6���������� �� ��6 �� "## ��' ���� �������/ �����
����� ��������� 6��� F�
 ���  �
 �<������/ ��D���' -�6����* �� �� ��� �����
�����%������� ��� H��� �� ����� �� �������� 6��� �<����� �� ���� ��������/  �

�� F�
 �����' �� �� �������� ���� ������� ����� ��� ����� ����������� ��� ���
���� �������� ����������'  ������ ���� ��������� �� ����� �������* �� �����
�� �������� �� J������J ��� �������� �� ��� � 6�/ ���� ��� �������� H��� �����
������� ��� ������� I����/ �� � �������� ���������� H��� ������' ����������
������ �������� ������� �� ��� H��� �����%������� �/ ���������� �� ������� �����*
��� ��� ������ ���������� ��� ���������� ����� �������� R$"S'  � �<����� �� � �����%
������� H��� ��� �� ���� �� H��� $'=8 6���� ��� ����� ����������� ����������� ��
��� ���� ���� �<��'  � ���� ������ 3Q�� "##$5 ��� ����� I����/ �� ����� �������� ��
���������� ��������' 2��� ���� ��� �������� �������������� �� � ����� ��������
�/���� ��� ���� � ���������� ������ �� ��� �������� ��� �������� /���� ����� ����
6��� ��� ��������%���������/ �� ���������� �������� ��� �<�����'

 ������ �����%�������� �������� ���� ��� ��� �������� �� � ������ ������� ���/'
���� ������� ��� ����I����/ ����� �� ������� ��������� 6��� ��� H��� �� �� ����
������' ����������� �� ��� ������� 6��� � ����� �� ��� ���� ��������/ ���� 6���
� ������� ������� ����' ��� ������� �� ������� �/ ���!������ �� � ���� �������

7"$



4������ $' .������������� ���/���� 6��� �� �<����� �����


���� $'=8�  ������ 0����%������� H��� ����� 3�5' 1������ H��� �������� 6��� ��
�<����� ����� ��� �������� ������� 3�5'

���� ��� H��� ������ 6��� � N���� �� ���� 7'= QL��2 �� 78$ ��' ��� �������
�������/ �� ��� H��� ���� �� � ���� ��� ��� ����� ���� ��� ������ ��� ��������
����� ����6���� ��������� ��� H���'  � � �����* ��� ����� ���� ��>� �� �����/
������������ �� ��� ��6�� H��� ������ ��� ��������� ��� �������� �� � ����� �����/
6��� ���������� ����� 3H��� $'=85'

-%����� 
�� �	�����

)/ ��������� � ���� �������* ��� �<����� ����� ��� �� ��� ��� ����� ������ ��
���/��� ��� ����� ���������' �'�' ��� �����%������� �� ��� ������ ����/ �� H���
$'=: 6�� �������� �/ ����� ������'  ������ ��������� �<����� �� ����� �� H��� $':#'
�� ������� � ��6%���� ����%���������� ����������� ����� ���� � 
(& �� ������
�������� �� 6���� �6� ������� �����* � 4.1, �������� ��� � �4,�0 �� �������*
��� H<�� 6��� � ��������� ���</ ��������' ����� � ����%��������� ��������� ����*
��� ����� ��� ���������� �� ��� � 6�/ ���� ���� �������� ��� ����������� ���
������� 6��� ��� H���� ���� ��� .�%(Q ������'  � ��� ������/�� �������� �����
����� �� �� �� ������ ���� �<������* ��� ��������� ��������� ����� 6��� ��������/
������� 6��� ��� ����' ����� ����� ��������* ��� ���������� ���� �� ��� ���� 6��
������� 6����� �������� ��� ������ ���� ���� R$$S' 2��� ���� I��� ���� ������
�� ������� ����� �������� �� �������'

���� $':7 ���������� ��6 �������� �<����� ����� �������� ��� �� ��� ��� ������
�� ��������/ ���������� ���� � �������� 3���/����� �� ���� ����5'

 �3 ,����
��


��� 6������ ��������� ��� ��� �����H������� �� ��� �<����� ����� ���� ���� �<%
�������* ��������� ���� ���/ ��� ������� �� ���������� ����� ����� 6��� ���� ����
��������' ��� �����/���� �� ����� ����� �� ������ ��� ���/��� �������� ��
!���H�� �/ ��� �<������� �����/ ��H������� ���� ��� �� �������� �� ���� ����� ��
���������' ,��� �/����� ��������� ���%�� ���� ���� ��������' ��� H��� ��� ��

7"&



$'G' 4���������


���� $':#�  ������� �� ��� ���� ���� �� ������ ������ �� ��� ��� ��������� �����'


���� $':7� 0���� ������ �� � ����������� ����'

�����%����� ��������� ��� ��� � ������ ����� ���� �� ���� ��� ������ ������
��� �� ������ �� ��������/ �������' ��� ����� ������I� �� ����� �� ���!������
�� ������ ���� ������� ���� ��� �������� 6��� � ����� ����' ���� ���� �������
������I� �������� ����� ��� N�<������/ ��� �� ���/ ������� �� ����������� 6���
�� �<����� �����'
�� ��� ���� ���6� ���� �<����� ����� �������� ��� �� ���������/ �����/�� ���
��H���� ������������� �� ���/��� ���������' ,������ �������������� ����� ���
�������� �����/ ��H������* ������ ��������* ����� �������* ���������* ��������*
�������� ������* �������� �������� ��� ������' ����� ������� ���� �������� ����
��� ������������ ��� ����������� �� ��� ����� ����������� ������I�'
 ����� �������6 �� ��� ������� ���������� ��� �������� ���� ���� ���� ����
6����� ��� �����<� �� ���� ������ ��� ���� ���������� ������������ ������ ����%
���� ��� ��������� �� �<����� ����� ��������'

7"=





#������� # �
��� ���������	
��������

���� ����������� ��������%���������� �� � ������� ����� ���� ����������������*
��� ���� �� �����������/ �����/�� ������ ��� ���� ������ �� ���� �<������� ����
����� �� �����' $';' 2�<� �� ����� ������* ���� �������%��6�� ������ ��������� ��
�6 ���� ��� ��� �� 6���' �/����� ����%��6�� ����� �/��� ���

412 ��� ����� ���� �� �C���� �� ������� ���H��������� ������* 6�������*
���6 ��� ���� �<��� N�6* ���������� N�6 ��� ���������� �<��������' ���
�<�������� ��� �� ������ �4 �� (
' 1��� ��6��� � �� =# �� ���
��������'

2��@ 	 ����� ����� ����� ���� �� ����� �/ � N�������* ��� ���� �� ����� ���
��� ����� � �� = �� �� ���� ��6��'

����� ��� �������� �� �� ����/ �� ������������ ������ �������� � ���� 6��� ���
�D�����/ �� � ���� ���� I����/' 
�� ����� ����/� ��� ����� ����
��6�� ��� �� � �� 7 ��'

�<����� ����� �� ����� ����� 6��� ���� ��6��� � �� ���� ������� ��
�����'

��� ��<��� ��6��� ��� ����� �� ��� ���/ �����H������� ���� ��� �� ����
�� ���������� �������� ��� ������ ��N��� �� ����� �� �������� ���� �� �<���
����'  � ��������� ���������� ������ �� ��� �������� ���� ��� ��������� �� ��� �����
���� � ��������� �������' ,��� ������ �����/ ������ ������ ����%��6�� ���������
����� ����� ������ �������� 6����� ���������� ����������� ���� 3������ 4125*
6���� ������ ������ ������ ����������� ��� �<������� ��� ��H��� 3�<����� ������5
�� ���� � ��� �� ���������� �����/ ��� �������� ���/ ��6%�����/ ����� 3��������
��������5'

��E�� ����
� �
��	
# ����������� "��� ��� ��	��� "�3�	� ?�	 �
�	�8��� 
���	� �������� 8� "�
���7
��� "��� "�3�	 ��� 	���� � ������	��� �$11 D� G�� ��� �� ��� �	# ���	� "�
�� ��	�����7 ���
��	��� "�3�	 �� 	����	 "��	 �I � 3����� ,��� ����	����� �� �
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�����	� "�
�� 
���	� �	� "�	8���
# ��
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4������ $' .������������� ���/���� 6��� �� �<����� �����

��%������� ������� �����������
��������� �������� ������
��������� ����/��� ��������

���� ������� ��������
6������ ���������
��������� ��������

�����%��H���� �������
������ ����� ���������


���� $':"� �/����� ����� ���������� ������������'


���� $':$� �/����� N���� ��I�������� ��� �������� ����������'

�/����� �����%����� �������� ���������� ������I�� ��� ����� �� ����� $':" 6���
��� ������������� ������� ��6�� ��I�������� �� H��� $':$' �� ���� ������� ���
�������� ����������� �� �������� ���������� ����< ���������� �� ����� 6��� ��������
������' ��� �<������/ ���� ������ ����������� ���� ��� �� �������� �� ��� ���� ��
� ���,������� ����� ���� ��� ������� �� ����������/ �������� ��� ���������� ����<
�� ���� ����� ������ ��� � ����%������ ������� 3∆n 	 7#−3%7#−25'

����� ���� ����������� ��� ���/ �� �������� �/ ������� ��� ���� 6��� � ���� 2 
���� ��� �/ ����������� ��� ����� ��6� �� � ������� �� ����� �� � ��6 ���� ��
�� 37 �� K 7#−15 �5' �� �� ��� ���/ ������� ���� �����* ��� ���������� ����< ��
���/ ������� �� � ���/ ����� ����� �� ��� ����� �� � ��6 µ�3 ��� �������'  �
��6�� ����������� 3�6�/ ���� ��� ����� ����5 ��� �������� ������� ����������� ���
��� ���� ��� ���� ����� ��� $%����������� ���������� ����< ���������� ��������'
�� �� ������ ���� ��� ������I� �� �<������/ ���������� ��� ������%6������ �� �������
6�������� �� ��� �������� ���� ��� ������� �� ���/ ���������� ��� ������>��'
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R7S �' ��� ��� (' ,��������* V ������� �� �<����� ����� ���������/ ��� ��%
#'"=%µ� ����������/W* ����' ���� �+* 7:$G 3"##"5'

R"S �' ,������* Q' 0���������* -'�' )��� ��� �' �������* V �
%�<����� �����
�������� �<��������� �� 4/������H� 4����/��� 34145W*  ���' ,��' ,�' ��+*
7;= 378885'

R$S 	%, ������� 1�����' ���� ��������� �� �����LL666'��������'���L�����`������L
������'����'

R&S -� ���!�� ���������/ �������* ��������� �� �����LL666'��'���L������!��L
�����L�����������'����'

R=S .' (������* Q' (������* �' )������ ��� -' 	�����* V�� ����� �������� ���/%
��� ��������� ��� ��� ����������� �� ��������������� �/�����W*  ���' 4���'
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����%����� ���������������� ��� ��������������� ���� ����� ��� �������� ��������%
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� 6���� ����� �� ������� ��������������� ���� ��� ���� �� ������ � 6��������
�������' ���� ������� ��C������� �������� 3�����/* ��������� �� ���>��5* �������
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 ����� �������� �� ������ 6��� � ����������� 6���� �� ����I����/ �<����� ������
� ������� ���� ���������� �� ������� ������>�� �����'  ���� ����������� �� ���
������* ��� ���� ������� �� ����������� ���� ��� ������ �� � ������ �� �/��������� ��%
�����' �� � ��<� ���� ��� �������� �� ������ ���� ��� ������ ������ ������� ���
������ ������� ���6� ��� ������� ���� ���� ������ R"S' ��� ������ ������� ��� ��
����������� ���� ��� ������ ���� ��� �������� �/ �������� ��� �������'
�6� ��������� ����������� ��� �� ������H���

7' 
�� ���/ ��6 2 3�� �I�������� ��6 ������ ������5 ��� ������ ���H�� ���� ���
������ ���� � ��������� �����' �������* ��� ������ �� ��� ������ ������� N��
��� ��� ����� ���� 3H� &'"5* ������� ������ �����������'
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������ ��� ������� ���� ��� H��� ����� �� ��������/ ���������* ��� ��I����
������ ��������� ��� �� �����/ ��������� ��� � ����� 3����<���5 ����� ������ FL'
����� &'7 ���6� ���� ��� ����� FL ��� ������ ��������� ��� �� �����H�����/
������ ���� �������/ ���������� �� ���������������/'  � ��� ������ ��/��
������� �������* �������� � ��������/ N�� ��� ������ ������� ����� I���
���� ������������� ����������'

�� �� ����������� �� ������� ���� ��� � ����� ���� ��������* ���/ ������ 6��� �
������� ����� ������ 6��� ���6 � ���H�� ���� �� �����/ ��������/ ���������'

��� ��N�6 ������I� ��� H<�� ������������ ��� �����>��� � �����/ ������ �������
�� ��� ��������' )����/ ����� ���� ��� ������ �<����� �� ������/ ������ # ��
7## O' -�6����* �� �� �������� �� ��!�� ��� ����� ��������� ������ ��������� �����
����������� �/ �������/ ����������� ��� ������ �<����� ����' ���� �����������
����� ��� ����� ��� ��� �� �� ���/����� �� �������� ����� R$S' ��� �������� �C���
�� �����>�� �/ ���������� ��� ���� �������� 6��� ���/ H�� ����� ������� 3����� ��
����5 6���� ������ �� ����������/ �������� �/ ��� ������������ �/���� ��/ ����'
 � � �����* ��� ������������� ������ ���� �������� �� �������� �<����� ����' �� 6�
��H�� ��� H�� ������ �� ��� ����� ����� ���6��� ��� ������>�� ������ 3�� �� ���

7$=
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����� ������ Rµ�S ������ ��������� Rµ�S
7## 7&'G
"## ='=
&## "':

����� &'7� (�I���� ������ 3n = 1.65 ��������� ��� ������ 6��� � �������� �� 7##
µ�'


���� &'"� (����� ���H�� ������ ��� ����� ������� ��� ������� ������ �����������'

��� �� ���� �����5 ��� ��� ���� ����* ���� �� �� ����� ���� ���� ���� �� ���������� �/
��� ����� H�� ������' 2�<� �� �������� ����� �� �� ��������� �������� �� ������� ���
���� ������ ������� �/ ����������� � ������� �����/ ���� ������� ����� �<�����'
��� ���� �������/ −6���� ��� �� �������� ����� �<�����− 6��� ���� ���������
��� ����� ����' �� �� ������ ���� ������ �� ��� ���� ������� ����� �� ���� ��� �<���
��������/ �������� �� ��� ������ ���� ������ �� ����� �� �������� ��� ������� ����
����������� �� ��� ������' 2��� ���� ������� ��N�6 �� ��� ������ ��/ ���� 6���
���� �������� ���L�� �������� ����� ��� ��� ��� �������� ��� ������'

?������ �
��$�������

���� ������I� �� ����� �� ��� �� �� � -�4� ����� 3λ = 442 ��5 ��� �������� ���
������ ��/�� R&S' ��� ��� ���� �� ������%������� �/ � ������ ���� �����<������/
7%7# µ� �� ��������' ��� �������� ����� ��� ��������/ ��� �� ��������' �� ��
��� ����� �<����� ���� ���� ���������/ ���������� ��� ��������� ������ ������'

�� ���/ ������������ �����������/ �/������� ������ ��� ������' ��������� ������%
�������� �� ����� �������� �/ ��������� ��� ����� ���� ����� � ������� ��������*
�������/ �������� ��� ����� �� ��� ������� ������'  ���� H������� ��� �����%
6������* ��� ������ ����� ��I���� �����������'

���� ������I� �� ����������/ � ������ 6������ ������I�* ������� ���� ���/ ��� ������
���� ��� �� 6������ �� ��� ����' ��� 6������ ���� ��� � ������������ �������
�� 7 ��2 �/������/ ����� � �� � ��6 ���� ��� ��������/ ���� ��� ����� � �����
�<���������� �/���' ��� ��� ��������� �� ���� ������� �� ��� ������/ �� ��������/
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���� &'$� 0����%6������ �/���� 6��� ���������� �������� ����� 3������/ ��
(�������� ��������� 4����������* �, 5'

������ ������������ �������� �� ��������/ ������* 6���� �� ��� �������� 6��� �'�'
� ������������ �� ��N�6 �������'
 ������� �� ���� ������I� �� ��� �� �� �� �%���� R=S �� � ������ ��� ���� R:S'
��� ������ ��� �D����� �����/ �� �������/ ���� �6�/ ��������� �� I���> �� �����*
������ � ������ �������� ��� ����������� ������� ��������'

�����4�� ��������

�� �����!�� �������� RGS � ������ �������� �� � ��I�� ������� �������� �� �!����� ����
� ����� ���� ����/ ���� ��� ���>��������� ������� �� �����' ����� �������� ���6
���� ��������/ �� �����' ���� ���� ������I� ����������� ��� �� ���� ���� �
����� ���� 6��� �� ���H�� �� $# �� :# µ�' ���� ������������ �� �������� ��6���� �
������ ������ �������� �� 7 �� ��� �!���� ������ ��������' ��� �������� �� ����
�� � ��6�� ���������� ���� ��� ��������* �� ����� ����� ���� ����������'

�� � ����� �������� �/��* ������� �������� ��� ���H�� ��>�* ��� �������� ��� �����
������ �� ��� ������� ������ ���6 � ����������� ���������� �� ��� ����� �� ������/
��������� ��������' �� ��������* ����� ���� ��������������� ���� ������ �� ��� ��%
������ ��������* ��� ������ ����� ��� ��� ������� ��������/' �� ���* ��� ��������/ ��
���������� �/ ��� ��������� �����������' ��� �<��� ���� ����� 6��� �� ��� �����
�� � �������� ������� ���6��� ��� ������� ��������/ ��� ������ �������' ,������
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���� &'&� .����!�� ��������� �������� ��������� 3������/ �� .�������* �, 5'

��������� ��� ��� �������� ��� �� ����� ������� ���<��� ������ ���� ���/���� ���
������������ ������ �� ����� ������ ������� ��� �������� ��������/'

?��� ���&���
�&� ���& ������

���� � �����/ ��������� ������ ���� ���������� � �������� ���� �� ������ ����%
��������%6����� �.. * ��� ������� 6��� ����� ��� ���� ���/��� ������ R;S' ���
���������� ����� ��� � ������ ���� �I����� ��� ������ ���� ��>� ��� � ������
���������� �/ ��� ����������� �����' ��� ������ ������� �� ��� �������� ����
�����/ ��� ��� �� � �� ������� �� ��� �������� ����� 7= .��' ��� ����������
�������� ��� � ��6�� �������� 6�����* �<������ ���� �������� ��� 6��� �� � �����%
I���� ���6 � ��C����� �������� ���� ��� ��� ��������' ���� �� �<������� �� �6�
��������� ������������ ��� ��� ���������� �����

• ��������� ��������/
• ������ ��C���� �������/ ��� ����� ��������

��� H��� �������/ ����6� ��������� ������� �� ��� ����������� ����� 6��� �����H�
��������' ��� ������ �C��� ��� ����������/ �� ����� � �6������ ��������� �� �����
����� �/ ����� ��C���� �� � ������� ����� �� � ���������� �����������' ��� ��
�� ,�/���� ��� .. �� ������� ����� �� �������� �� �����������/ R8S ��� R7#S'
 �/����� ���� ����������� ������ ��� �� ������>�� �� �����6��

7' ����������� �� ��� ����� �� ��� �.. �������� ���� 6��� �� ��� ���������� ��
��� ������'  ������ ��� ����������� ������ �� ���/ ����� �� ����* ��� ��� ����
���� ��� ���� ������� �������� ��� ������ ����������� ��� ���� �� ������
���� ������� ����������* ��� �� � �� ������� ����'

"'  �������� �� ��� �������� �� ����< �������� �������� ��� �� ���� ����� ������
37 ��� % 8#◦45'

7$;
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���� &'=� .�������� ����������� 6��� ���� ������ ����������/ ��� ������� ���%
����� 3,�. �����%� �� ��� ����������� �� ������/ �� F���� �������� �� 	�����/5'

$' ,�/���� �� .. ����� ��C���� 37 ��� % 8#◦45'

&' ,������>����� �� ��� �6����� ������' ���� ��� ������ �� ������������ �/ ��
�<����� ��� 7L" ��� �� ��� � ������� �������� ������ & ���� �� G#◦4'

��� �������>����� �������� �� ��������/ �� ������� ��%��C���� �� ��� �������*
6���� 6��� ��������� ��� ���� ����� ��������/'

!
�� 
��
����

0���� �������� �� � ������I� 6���� �� ���� �������/ ��������� �� � �������� ��%
��������� ����������� ���������/' �� ����� �� �������� ���� ������� ����� ��������
���6� ���� ����������� �� �����%6������* �� ��C��� �����H�����/ ���� ��� ������' ���
�����%6������ ������� �������� � ������ -�4� ����� ��������� �� �������� 6���
��� �� ��� �� ����/ � ������ 6��� � ��������/ ���%������ �<����� ����'  ����
����������� � �������� ������ ������ �� �������� �� ��� ������' ���� ���H�� ��
������� �� ����� � �� � ��6 �������'
1� ��� ����� ����* 412 �� �<����� ����� �������� �������� � ���� ��>� 6���� ��
��� ������ ���� ��� 3��5������ ������ ���� �� ��� -�4� ����� ��� �/������/
������ � �� ������� ���� �� ������� �� ������' ��� ��������/ �� ��� ����� ����� ��
��6���� ����� �� �������������/ ������>� ��� �������� 6���� ��� ���� ���� ���
�������� ������' ����/ ����� ���� ��� ������ �� � ����������� ���� 6��� �������
���������� �I����� ��� ���� ��>� ��� � ����� ���������� �/ ��� ��������* �����
6��������� ��� ����� N���� 3�/������/ ���6��� 7# �� ��� ������� µ�5' �� �����
6����* �� ����������� ������� �� ������'  ������ ��� ����� ��� ���� �� ���%
����* �� �� �������� �� H�� ������� ����� �� ��������� ��� ��� ��<��� ����������
����� �� ��� ������� ������� �<����� ��� ��/��� ��� ��6 ������� ��� ��� -�4�
�����%6������ ������I�'  ������ ��������� ��������� �� ����� �������� �� ��� 6����
����� �� ��������� ���� ��� �� �������� 6��� ��������'  ������ �������� ��� ���
�� ��� ���� ����������� �������� �/����� ��� �������� ������������* ����� ��������
�� ��� ������� �� ���� �/�� �� ��������� ��� ��� �� ������� �� ������� ���/����*
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�������������* I���>* �����* ����������* ���' �� ����� �� ����� ���� ��� ����/
����� �������� �����* ��� ����� �� ���������� ��������� ����� �� ���� ����������'
0���� �������� ��� �������������� ������� �� ����������/ �������� �� ������� $'

 ��6 ����������� ����������� ������I�� ���� ����� �������� ��� �� ���� �� ���%
������ ��� �� �������6 �� ����� �� &'$'7'  ��6 ������I� 6���� �� ���/ ����� ��
�<����� ����� �������� ��� �C��� ����� N�<������/ �� ����� �� ���� ������* �� �����%
���� �� ��� �����6��� �� ���� �������� �������� 6��� R77* 7"S' �� � �������* ���
����������� ������� �� ����� �� ��������� �������� �� 6���%������ ������� ��������
���� � ����� �<����� ���� 6��� � �/����� ��>� �� ���� 7## µ�' ��� �����������
���� �� �� ��� ����� �� ������ ��� �� ����� ��������� ���� ��� ����� �������� ���
��������'  ������ ��� �<���������� ������ ���� � ���� ��6 ���� ������� �� ���%
�������� �� ������ �� ���/���������* ��� ������I� ��� �� �<������ �� ��/ ��������
���� ��� �� �����%�������� 6��� � ������ H���� ���� �I��� ������� I����/'

-������� ���&��9%�

�� �������� ��� �������6* � ��6 ���� ����������� ��������� ���� �� �� ����� 6����
��� ������� �� ������������ �� ��� ������I�� �����'

1�� ������ �� ����� �� ��� �������� �� ������� �� � ����� ��N�� ������* ����%������
�� � ������ �� ������� �������� R7$S'  ������� ��N�� 6�� ������ ��� ��� �<�������
������������ ���� ��� ���� �� �� ��� �( 378# �� − " µ�5 ��� ������ �� ������ ��
�������� ��� ���������� �� 78$ �� 3 �
 ����� ����5' ����������� �� ���� �� 7## µ�
6��� �������� ��� ��� ����%������ ��/��'  ���� �������� �� ��� �/��������� �������*
��� ��������� ������ ������������� 6�� ��%��C��� �/ ������� ���������' �� �
H��� ���� ��� ������� 6��� ������ � �� ��� ������� ���������� �� ��� ��������
��N�� 3$##◦45 ��� ���� �� ��� �� ������ � ������� �C��� ������� �� ������� ��N�6
�� ������'
 ������ ������I� ���6� I��� ���� ������������ 6��� ��� ����������� ��� �6������
������� �� ���� ������ 0���������/' )� �� ���� ���� ���� ��������� ���� ������%
�����/ R7&S' �.. ����� 6��� #'"= 6� O ������/�����>��� 3���5 �� ����������
6��� � ������ ���� ���� �� �<����� T�4� ����� 3$#; ��5 �� $ QL��2' ���� N%
���� �� 6��� ����6 ��� ������%���� ��������� ��� �������� 6���� ��� �� ���������
�� = QL��2' ����� ����� ���������� � �������� ����������� �� ������� ���������
�� ��� ���/��� �����< 6��� �������� �<������� �� �� �������� ������� ���� ���
���������� ��� �� ��������' ���� ������ �� � �����������/ �/������� ��������� ����
�����' ��� ���������/ �� ��� ���%� ��� ���� ���� ��������� ���6������ ��� ����%
���� �� ��� ���������� ������ 6�� ������� �� � ���� 7= µ� ��� �� 6�� �<�����������/
�������� ���� ������ ���� ��>�� ����� �� ������%���� ���H����' 
�� ��� �����
N���� ��� �6������ ������ �� ������� �� 7'= µ�'  ���� $ QL��2 ����� ���������
�� ��� �������� �� ������� ��� ����� N����� ����� ��������� �� �������'

�����/* �� R7=S � ������� �� ��������� ��� ����������� �� ����������� �/ �� �<�����
����������� �� �.. �����6�� �/ ��/���� ��C����'  �.. �������� �� ����%
������ �� ��%�������� N���� 6��� F�
 ����� ����� �� 7# �QL��2' ��� �����
�� ����� ���������� ��� ��� �� ��� ������ ��� �/������/ ������ ���6��� ;*### ���

�,�� ��6���� �������	 �� ��� ���� �6"
����
# �� ��� "�"�	7 ��� �� ����
� �� ��
�3 �$$ µ��

7&#



&'"' .���������� ����������� ������I��

$#*### ����� ��� ���� ������� � �� $# µ�' ��� ������ ��� ��������� ���6���
"## µ� ��� 7 ��'

;%��
��

 �� ���� ����������� ������������ ���6 �<������� ������ �� ����� �� ������ �������
I����/* N�<������/ �� ���� ���H��* ���� �� �����������* ������/���� ����� �� ���%
���������/ 6��� ������������ �����������* ���'  ����� �����/ �� ��� ����������
��� ������������� �� ���� ����������� ������� ����� �� ���� �� ���� � ������ ����
�� ��6 �� �������� 6��� ������ �� ��������� ������I��' �� ��������� ��������
���� �����������

�5 )
����
���� �
�
�����7 ����� ����� ����< �
����
� �&����< ����
�$
������� 
�� ����
�������� ���& �������&�� ������
���� 
�� �&� 
�����
�����5  ������ ��� ������I�� ��� ���� �� ��������� ������* ����� ���������
���� ����� �� � ���/ ��C����� ���� �����' �� ���� � ����������� ���6��� �6� ���%
����� ��� ��� �/��� ����� V����W ���������� ������� ���� ��� V�����W ��� � �����������
���� �� ��� ����� �� ������' 2��� ���� ���� ��������� ������� �� ��� ��� ���� ����
�� ��� ����������� ������* �������� ��� �������/ ���6 ��C���� ��� ��������� ���%
������' 1������/* ���� ��������� ����� ���������� 6��� ��� ����������� ������I�
�� ������� ��� ���� ������/����'
1���� ��������� ���������� ��� ��� ������ �� ����L�������� ��������* ������������/*
����������/ �� ���������� ����������� ��� ������������/ 6��� � 3������������5 ��%
�����/ �������' ���� ������� ���� ��� ���������/ �� ������ ����������� �� � H������
�� ������ H������ ����������� �������/ ��� �� ���������� �� ����� ���� �� �
���� ����������� ���������/'  ������ ��� ������I�� ��� ���� �� ������ �����%�����
������* ���/ ��� �������/ ������� ��� ����������� ����� �������� �� �� ���������
�����' ���� �� � ������ �����I���� �� ��� ���� ���� ���� ����� ����/ ������
�� �<����� �� �������� �����* ��C���� ������ �� ���� �����������'
��� ����� �������/* ���������� �����������* ������ �� ��� ����������� �� �������
������������ �������� �� � ������ �������� ������ �� ������ ������* ���������� ������
��� ��C������� ��������* ��� �������� �� ��� ���� ���/���'
(�����������/ ������� �� ��� ������/ �� ��������� ��� ���� ���� �� ��C����� ����� ���
��� ���������� �� ��� ���� I����/ �� �������� ������� ����������'

�5 !�� �
�
�����7 ��� ��
�����< @1< :�	������� �" ��� &
��5 0�����
��� �/������/ ���������� 6��� ��������� ������ ������ �� ������������� ����������
������� �� ����������� �� ���%��������� ������' ���� �� ����������/ ��� ���� ��� �����
������' -�6����* ���� ������������ ��I��� ������������ �����������/ ���� ������
�� �������������/ ��� 6��� ��������� ���� ������' ��� ������/ �� ���� ����������
������ ��� ��� �� ���������� �� ��������� ��������� ��� � ����� ����������� ����%
��I�' ���� ������ �� ����������/ ����������� ��� ������� ���������� �� �����������
������I�� �� ��� ������ ��/ ���������� �� ��� ���� ����� �� �� ����������'

7&7
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���� &':� (���������� ������ ��� ������� �����������'

�5 !�� 
��
� "
����
����5 .��/ ������� ������� �������� ���� ��� �� ���
�/ ��������� �� �����������* ��� ��� ������ 6��� � ������ ���� �� ������ ���� ����/�
�� ��������� ������' ���� � ������I� �� ������� �� ������ ��� ���� ����/� �� �
���������� ������� ���� ���� ��I���� �/ ������ 6������ 3�'�' ����������� ��� ������
��� �/ ���5* ���� �� ���������� � ���'

 � �������6 �� ��� �������� ���� ����������� ������I�� �� ����� �� ����� &'"' 2���
���� ����� ������������ ��� ����� �������* �� ��������� ��� ���� �������/ ���������
�0� ��� ������ ��������'

'���� &�#�
��	
�� 	���������

 �� �� ��� ������I�� ��������� �� &'"'7 ��� ������ �� ��� ����������� �� ������ ��
� ����� ����� �� ��� ������/���� �������' .��� ��������� �� ����� ����������
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��� �� �������� �/ ��%������ ����������� ������I�� ���� �������� ��� ������/��
������� �� ������� ��������' 
���� &': ������� ��� ����������� ������� ����� ��� �
��������� ����/' 
����* ��� ������/�� ������������ ������� �� ������ 6��� � ����
���������   ��  � ��/�� ������ � ��������� �� ����������� ������I�' �� �
��<� ���� ��� ������� �� �������� �� �� ��������/�� ���� ��� ������ 6��� 2� �
�� � ��������� �� =#%7## µ�'  ���� �������%������� ��� 2� ���� �� ��������� ����
��� ������/�� ���� ��� �� ��6 ����/ �� �� ��� �� � ������ ��� ���� �����������'
����� ���������� ������I�� ��� �� �����/�� ��� ������������

• ��!������ �������� ��� 2� ���� �� ��� �� ���� �� � ����' ��� ������ ������ ��
������ ���� � ������� 6���� �� ��!����� �� ��I�� ����� ���� ���� ������� ��
��� ����'  ���� ������� ��� ������H������ ��� ������� ��� �� ��������� ����
��� ����'

• 3��5%�������� � ��%������ ���/��� H�� �� � ����� ������� �� ������� �������
��� ���� ��� ������/ ����'

• 3���5 ���������� ��� ������ ���� �� ������� �� � ������������� ���/��� H��*
����������/ ���/��� ��� ������ ������� ���� ��� ���/���'

�� ����� �� ����� ���� ��� ������I�� ��� ���� �� �������� ���������� ���
��������� �������* ��� ��� ���� �� ��� ������� �� ���������/ ����������� �� ���
������<��/ �� ��� �������'

%� $	
�� 	��	��� � ��������


'���� 6	�	�2��2	��2��	 �
����#	
�� ����
��	
�� �
	� ����� ��2
��	
��

�� ��������� � ��6 �����%�������� ����� ��������� ����������� ������I�� ��� ��
����' ��� ���� ��������� ������ �� �������� �� R78S' ���� ��  �
 �<�����
����� �������� �/���� ����� �� ���� ���!������* 
������ ������ ��� ���������� ��
���/�����' ��� ���� �������� �� � ����������� I���> ������� �� 6���� �������
������< ����� �������� ��� ���������������/ ��H���' ��� ����������� ��� ;%�����
��C������� �������� 6���� ��� ���������� �/ ��������� �� ��������� $ �����������
���� �������� ��� � �������%���������� ���� �����' ���� ��� ����� �� �����
����� ���/��� ���� 7 �� & ��� � �/����� ���� ���� ��� ������ ���� �� :## ��* ��
����� ���� $ �� = � �� �������� � ������ ����' ��� ������������ �� ���� ������I� ��
���� ��� ����/ ���� �������� ��� ����� ������* ����� ���� �������� ��� ��I����'
 ������ ���/ �������� ��� �� �� �� � ������ ����* ���� �������� �� �������/
��� ����%�C������ ��� ����������� �� ��C����� ������/���� ������'
 ������ ��������� ����������� ������� ��� � ������ 412%����� ��������� �� = �->
�� ������/ ���� � ����� �������� R"#S'  � ������ ������� ��� ���� ������ �� ���
��������* ����%��������� ��� ������� �����%����� ����� �� 4������ G#=8 �� ���������
����� ������ ����� �/���' ��� ����� ���� ������� ��� ����� ������ 6��� ���
��������/ ������� �����/ ��� �������' �� � ������� ����� N���� ��� �����������

7&&
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���� �� ������* ��� ����� 6��� ��� ������ ��� 6��� ����� ���������' �� ��� �������
������ �� ��� ����� ����* � ���������%���� ���� 6��� ������ ���� �� �������� �/ �
������� ������'  ������ ��� �<��� ������ ����������� ��������� �� ��� 6���%
���������* �� �� ��������/ ��� ����� �� ��� ������ ������� ����������� �� ���
�C����� ����' ��� ���� �������� ��� �� ������ �/ ��������� �� ����������� ����
��������'  ���� ������H������* ������� ��������� 3:&#◦45 ������ ���� �������
�������� �� ��� �������� ��� �������'
 ������ ��� �������� �������� 6��� � ������� 6�������� ������������ �� ��������
�� R"7S'  =# µ� ��%������ ����� �� ������ �� � ����� ������� ��� ������� 6���
� �������� I���> �����'  ���� ����� 6��� �� ����������� ������ ��� I���>* ���
����� �� �������' 2�<� ��� ������ ����� �� ������ �� � ����������� ����� �� � �����
�������� �/����' ��� ���%� �� �������� �� ������������ ��� ���/��� ������ 6���
��  �
 �<����� ����� 6���� �� �������������� ������� ��� ������������ 6��������'
��� ������� 6�������� �� �������� 6��� ��� ������� ��� ��� � ������� ���������
� ���� ����������� ��� �� ������� ��� ����� �����'  ���� ���������� ���� ��������
�������* ��� 6�������� �� ������� ����� ��� � ��6 ���� ����������� ��� ��
���������' ���� �������� �� �������� ���� ��� ����� ����� ������� ����������'
 ���� ������I� �� ��������� �� R""S ��� ��� ���/����� ����� ��� �����%������
��/ ������� �� ���������� ��� ����������� 6��� � F�
 �����'  ������ ��/%�������
������� ��� �� �� �������� ����� ��� ����� ��� �� ������� 6��� ����� ��������*
��� ��������� ���� ������I� ��� �� ������/ ����������� �� � ��� �������� �������'

%�% 4������
 ��������


 � �<������� ����/��� �� ��� ������� �������� �� ����������� �� ��/��� ��� ����� ��
���� ������' ������� �� �������6 �� ����� �� ��� ���� ��������� ���� ����������*
�����6�� �/ � ����� �����/ �� ��������� ��� 6���%����� ���� ����/���' 
�� � ����
�������� �����/ �� ������ 6� ����� �� R"$S'

'�'�� ,�*�
	
�� ��� 	���
������ 
� �����	�
��� �#	
��

�� H��� &'G � ��������� 6��� ���������� ����< nL ��� �������� D ����� � 6����6
���6��� �6� ����� 6��� ���������� ������� �����������/ n1 ��� n2' �� ��� H���
����� �� ��!��� �� ������� �� � �������� So 3J��!��� ��������J5 ���� ��� ����M
�� ��� ������ ����� ��� ����� �� ��� ��!��� �� ������ �� � �������� Si 3J�����
��������J5' �� ��� ��6 ��H�� ���� ���� ���������� ��� �����������

A����
� 
	� ��� ���� 6���� ���������� ��� ���� �� ��� ������* ������������ �� ���
����� ������ ���H��'

��
�� ����������� �� ��� ��!��� �/ ����� ��/� ����������� ���� ��� ��!��� ���
��N����� �/ ��� ����'

����
�� 
�� �����
�� ��� %�"
�� �����������/ ��� H��� ��� ������ ���� ��%
���� ���� ��/� ���� ��� ��!��� ��������' 2��� ���� J�����J ��� J����J �����
������� ��� ����� J������/J ��� J��������/J'

7&=
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)��
� ����� ��� ����� 6���� ��������� ��/� ���� ��������� ���� � ���������� ����
�������� 6��� ��� ������� �<��* ����' 
�� � �������� ���� ���� ����� ���� �� ���
�������� ���� �� ��� �������� ����'  �������� ���� 6��� ���� � ����� �����
�/��� �� ��� ���� ���� �� ��� �������� ����' ��� ����� ������ �� ��� ��!���
��� ����� ����� ��� ������ �����������/ ��� ����� ����� ����� 3������� �/ fF 5
��� ���� ����� ����� 3������� �/ fB5'

�������
� %�"
�� ��� ��������� ������� �� � ���� ��� ��� ������ ������� ������
�/ ��� ������������� �� ��� ���6��� �<������� �� �������� ��/� �������� ���
���� �������� �� ��� ������� �<��* ��� ��� ����6���� �<������� �� ��� ���������
��/� 6��� ���/ ����� ��� �������� ���� ������ ��6���� ��� ����� �����' ���
������/ ��������� ������ �� ��H��� �/ ��/� �������� ��� ���� �������� �� ���
������� �<�� ���� ��� ����� ���� 3��������� �� ��� H���5' ��� ��������/
��������� ������ �� ��H��� �/ ��� ��/� �������� ��� ���� �������� �� ��� �������
�<�� ���� ��� ��!��� ����' 2��� ���� ��� � ��H�����/ ����� ����* ���� �������
��������' 
�� ���� ������* ��� ��������� �� ���� ������ ������ �� ��� �<���
���� �������� ��� ��� ��� ������ ������ �� ������ ��� ����'

�������
� ����� ��� ������������� �� ��� ������/ ��� ��������/ ��������� ��%
����� 6��� ��� ������� �<��* �����������/ ������ ��� ������/ ��� ��������/
��������� ������'

�����	 ��� ������������ �� � ���� ������ 6��� ��� ������� �<��' ��� ������������
�� ��� ������/ ���� ������ �� ��H��� �� ��� ������/ �����<M ��� ������������
6��� ��� ��������/ ������ �� ��� ��������/ �����<'

�/������ "��
� �����& 2�)!3 ��� �������� ���6��� ��� ������/ 3��������/5 ��%
��� ����� ��� ��� ������/ 3��������/5 ��������� �����' 
�� � �������� ����*
���� ������ �� ��������' 
�� � �������� ����* ��� �
0 �� ��������'

)��
� �����& 2)!3 ��� ������/ 3��������/5 ����� ������ �� ��� �������� ���6���
��� ������/ 3��������/5 �����< ��� ��� ������/ 3��������/5 ����� �����'
 ����* ���� ������ ��� ������ �� �������� �� ��������'

-��4%�
�� �
��� ��� ����� �� ����� �������� �� ��!��� �������� ����� ��� �������
�<�� �� ��� ����' )��� ��������� ��� ������� ���� ��� ��!��� 3�����5 ��
������/ 3��������/5 ��������� �����'

@%�����
� 
����%�� 2@13 ��� 2 �� � ���� �� ��� ���� �� ��� ����� ���6��� �
�������� ��/� ��� ��� ������� �<��* ��������� �/ ��� ���������� ����< �� ���
�����' ��� 2 ��� �� ��H��� �� ���� ��� ����� ��� ��!��� �����' �� ��
����� �� ��!��� ��������� ��� �����* ��� 2 ������ �� ��� ����� ���� �/ �
�������� ��/ ����������� ���� ��� ����� �����'

)$�%���� 2)BC3 ���� �� ��� �C������ ����� ������ ������� �/ ��� ����� ������� ��
��� ����� 
LX= EFL

D ' �� �� ���� ������ ����� �����* ����� �� �������� �������'

��� ���6����� �� ����� ����� �� ��I���� �� ��������� ��� ����<��� �������� ��
������ ��������� �� ��� �����6��� �������'

�/ ��	����
 	�# �� � 	�# 3���� 
���� ��� 
��� �� ��� ����	 �����

7&:
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���� &'G� ��H������ �� ���� ����������'

'�'�� ���� 
���
�� �
	�
� 	�� #����
�� �##���
��	
��

0���� ��� �� �������� �� ��������� ��������������� 3�.5 6���� ������ �����' ��
��� �����<������� ���� ��� 6��������� �� ��� �. 6��� �� ���/ ����� ��������
�� ������� ���������� �� ��� ������� �������* ��� 6��� ��� �� ������� �/ ��/�
�������� ��6���� ��� ����� ��������� �� �����������' ����� ��� ��6� �� ����������
��� ��N������* ����� ��/� ��� �� ������ ������ �� ������� �/���� ����

n1sinθ1 = n2sinθ2 refraction
θ1 = θ′1 reflection 3&'75

6���� �� ����� �� � 6���%�������� ��������� ���6��� �6� ��������� 6��� ����������
����< n1 ��� n2' θ1 ��� θ2 ��� ��� ������ ���6��� ��� ����� ������ ������ ���
�����������/ ��� �������� ��� ��������� ��/'
���� ��� ����������� �������� �� !���H��* ��� ����������� 6�������� 6��� �� �
����� �����<������� �� ��� ��/����� ���' �� ��� �� ���������� 6��� ��� ���6�����
���� �� �� ������/ ���������� �� ��� ��/ ��������� ��� ���� ��� ������� ���� �������
��� ��� ��/� ��� �I�� ���� ��� 6�������� �� ��� �����'

�I����� 3&'75 ����� ���� ���������� �� ����� ����������� �������� �� �������
�/���� �������� ��� ����� ��� ���� ��� ������������� ���������� ��/ ����� �����'

�� �������� �/�����	 ����� �� � �����H���� ������H������ �� ��� ���������� ��6 ����
����� �� ����/��� �������� �� ��/ ����������� ���� ��������' ���� ������H������
�� ����� ��� ��/� ����������� ����� �� ��� ������� �<��* ������� ���� ����� ��/� 6���

���6� �� � ������ �� "	�"������� ��	������7 ����� 
�3� �
�� ����	��� ��� �"����
 "�3�	 ����	�0
������ ���3��� ��� 	������� ��� 	�8	����� 3���

	(����	�� �"����
 �#����� ������� �8 	��������

# �#����	�� 	�8	������ ��� 	�������� ��	8����
3���� ��� � ������ �6��7 ��� �"����
 �6���
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���� &';� ������� ���������� �� ������'

��6�/� ���� � ����� ����� �� ��������� 6��� ��� ������ �� ��� ���� ������' �� ����
����<��� ���� ��� ���������� ��6 �� ������ ��

n1θ1 	 n2θ2


�� ������ ������� ���� 7&◦* ��� ����� �� �� �����<������� sin(θ) �/ θ �� ���� ����
7 O'
������ ��� ����<��� ��������* �� �� �������� �� ������>� ��� ����� ���������
���������� �� ��������� ������ �� � ��6 �I������' ����� ���������� ����� �� ���
������/ �� � ���� �� ������ ��/� ������� �/ � ������ ��!��� ����� ��� ����I����/
�������� ��� ����� ��/� �� ������� ������ �����' ���� ����� ������������/ �� ���
������ ��� ��������� �� ��� �������� ��/� �� ��� ���� ������ ��� �� ������ ���������
�������' �� ��������* ����� ������� �������� ������� �6� ����� ���������� �� ��
��H����' 
�����/* ��� ��!��� ��� ����� ���� �� �� ������������/ ��������� �<����
��� � �������� ������� ������ ������ ��� �����H������' �� ���� ��������� �� ��� ���*
��� ����� �� ���������' ,������/* � ����� ������ �� ��� ������� �<�� �� ��� ��!���
����� ����� �� ������ ���� � ����� �� ��� ����� �����' �� ���� �� ��� ��� ����* ���
����� �C��� ���� H��� �������'


�� � ���� 6��� �
0� EFLF ��� EFLB * ��� �����6��� ������������ �� ����� ��� ���
��!��� ��� ����� �������� So ��� Si�

n1

So
+
n2

Si
=

n1

EFLF
=

n2

EFLB
3&'"5

6���� �� ���6� �� ��� ���� ������ �� 	������ ����' ��� ����� ������� ��� ��
��������� ����

n1

FLF
=

n2

FLB
=
nL − n1

r1
+
n2 − nL
r2

− tc(nL − n1)(n2 − nL)
nLr1r2

3&'$5

6��� tc ��� ��������� �� ��� ���� �� ��� ������ ��� r1* r2 ��� ����� �� ������� ���
���� ��������� ���� �������' )/ ���������� �1 �� ������� ��� r2 �� �������� ��� ���
���� �������� �� ��� H���' ��� �����H������ 3����� �� ��!��� ��>� �� ����� ��>�5 ��

m =
n2Si
n1So

3&'&5

7&;
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��� �I��� ��� ���!���� ����� �� ��� ����� �� ���� ����� �� ��� ���� ��� ���������'

������ ��� ����<��� �����<������� ��� �������� ������� ��� �� ��������� ���

NA =
nD

2 × EFL

6��� EFL ����� ��� ����� �� ���� �C������ ����� ������ ��� n �I����� �����������/
n1 �� n2'
��� 
%����� �� ����� �/

F/# =
n

2NA

'�'�� ���� ������	
��� %���� ����������	
� ����
	
����$

������ ��� ����<��� �������� � ��������� ���� ���H�� 6�� ������� ��� ���������
�������' -�6����* �<���������� ����H������ �� ��� ������� �������� 6��� ���6 ����
���� �� ���/ �����<������/ ���� � ������ ��!��� ����� 6��� �����/ ����� �� � ������
���� �� ��� ����� ����� ��� ��� ����� 6��� ��� ��6�/� �� ������������/ ������� ��
��� ��!���' ����� ���������� ��� ������ �����������' �� I�����/ ��� ����������*
6� ��� �������� ������ ���� ������� �� H��� &'8'  ������ ��!��� ����� Po ��� ���
	������ 3����<���5 ����� Pi �� �����' )��� ������ ��� ��� ������� �<�� ��� �� ���
���� �����* ������ ��� ���������� �����'  � ��� �<�� ����� �� ��� ���� � ���������
6������� ψ0 �� ������ 6���� ��������� ��6���� Pi �� ���� �� ���������* ����������
�������' ���� ����� 6�������� �� ������ ��� 	������ ��������� ������'

-�6����* � ���� 6�������� �������� ���� ���� ����� ���� ��� 6��� ���� �� ��/� �����%
��� ��� ����� ����� �� ��C����� ��������� ����� Pi'  � 6� ��� ����������� ��������
�/�����* �� �� �D����� �� �������/ ��� ��!��� ����� 6��� � ������ ���������� h* ���%
���������� �� ��� �������� ���6��� ��� ������� �<�� ��� Po' ��� ����<��� �����
����� Pi 6��� �� ������� �� � �������� mh �� ��� ������� �<��' �� 6� �������/ ��/�
�� ��� �<�� ����� 6��� ����� ����� ����������� 3�*θ5 �� �� H��� &'7#* ��� 6���%
����� ���������� ������� ∆ψ(h, r, θ) 3K��C������ �� ���� ������5 ��� �� 6������
�/ ��H������ ���

∆ψ(h, r, θ) = ψ(h, r, θ) − ψ0(h)

ψ0 ��������� 6��� ψ �� ��� ������� �<��'  ������ ∆ψ �� ��H��� ���� �� ��� �<��
����� �� ��� ����* �� �� �������� �� �������� ��� 6��� ����������� �� ��/ �����
���6��� ��� �<�� ���� �� ��� ������� �/���� ��� ��� 	������ ����� �����'

��� ����������∆ψ(h, r, θ) ��� �� ������H�� 6��� � ������������∆ε(h, r, θ) ���6���
��� 	������ ����� ����� Pi ��� ��� ������������ �� ��� 	������ ����� ����� 6���
��� ��/ ����������� ���� (r, θ) �� ��� ���� �����' ∆ε �� ������ ��� ��/ ����������'

 � ��� �/���� �� �����������/ ���������* ∆ψ 6��� ������ �� h* r ��� θ ������ h2*
r2 ���

−→
h · −→r 3K hrcosθ5'  ��6��%������ �<������� 6��� ��� �� �� ��� ����

∆ψ(h, r, θ) =
∑∞

l=0

∑∞
m=0

∑∞
n=0 clmn(h2)l(r2)n(hrcosθ)m

=
∑∞

l=0

∑∞
m=0

∑∞
n=0 clmnh

2l+mr2n+mcosθm
3&'=5

�
'�
#��	������ ���		������ 3�

 ��� �� �������	�� ��	� �� ���# �	� ����	����� �# 3��
�����
���"�	���� �8 ��� 
��� 	�8	����� ����67 	����	 ���� ��� �6��� ��	8��� ���"��
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���� &'8� ��������� ��� ��/ ����������� �� �� ������� �/����'


���� &'7#� ����� ���������� �/���� �� ��� �<�� ����� �� ��� ����'

7=#
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r4 ��������� ����������
r3hcosθ ����
h2r2cos2θ �����������
h2r2 ������� �� H���
h3rcosθ ����������

����� &'$� ��� H�� ,����� �����������'

��� ������ �� ���� �<������� �� 2(l+m+n)' c000 �I��� # �� ��� 	������ ���������
������ �� ������ �� �������� 6��� ��� ��������� 6�������� �� ��� ������� �<��' c010
��� c001 ��� ���� �� ������� �� ����� ����� 3∼ r2 ��� ∼ hrcosθ* �����������/ ������
������ ��� ����5 ��������� ���� ��� ��������� ������ �� ��� �������� ����� ���
����<��� ����� �����' ��� ���� c100h

2 �� ������ J������J ��� ��������/ ��C��� ����
#' ,���� �� ���� ��� ������ ��/ r �� θ ����������* �� ���� ��� �C��� �������'
��� ��6��� ����� ���������� ����� �� �����H����� 6��� ��������� �� �� ��� &�� ��6��
��� ��� ����� �� ����� &'$' �� ���� ∆ψ ��� �� ���I����/ �����<������ �/ �����
�����������* 6� ��� 6�����

ψ(h, r, θ) =
1
8
S1r

4 +
1
2
S2hr

3cosθ+
1
2
S3r

2h2cos2θ+
1
4
(S3 + S4)r2h2 +

1
2
S5rh

3cosθ

6���� ��� ���D������ Si ��� ������ �� ���������� 6��� ��� ,����� ��������
��'

��� ��C�����������* 6� H�� ��� ��� ��/ ������������

∆εy = σ1r
3cosθ + σ2r

2(2 + cos2θ)h+ (3σ1 + σ4)rh2cosθ + σ5h
3

∆εx = σ1r
3sinθ + σ2r

2sin2θh+ (σ3 + σ4)rh2sinθ

�� ���� ��� ��!��� ����� �� ������� �� ��� ������� �<��* ����� 6��� �� ���/ ���
������/ ���������� �������� ��������� ����������' �� H��� &'77 � �����%������� ��
� ����������< ���� �� ����� ��� � ��6 ��/� ��� ������ ��� ��� ���� �� �� ��!��� ��
��H���/'  ���� ����������� ������ ��� ����* ��� ��/� ��������* �� ��� ��� �� ���
���� �����' �� ��� ����� �� J���� ����J��* � ����� ����� ����� �������� �/ �
����� ���� �� �� ��������� ���������� ��� �� ������������ 3H��� &'7"�5'
(������ ��������� ����������� �� ������������ �/ � ����� �� 6�/��

;%��
��� "��� "
����  ���������� ��� �� ���������� �� � �������� ���� ���
����<��� �����<�������' �� ����� 6����* ������� ��� ����� �� ��������� ��
��� ���� ���������� 6��� �������� �����������' ���� �� �� ��������� ��� ����
��� ��������� ����������' �� ���� �����<� 6� ��� ��H�� � ���� ������ ��� �
��������� ���� �/ q = r2+r1

r2−r1 ' 
�� � �������< ��� � ����������< ����* q �I���
�����������/ # ��� ±7 ��������� �� ��� ����������� �� ��� ����' �� � �������
�<����* �������� �� ��� ����������� ��� �� ������������ �/ � ���� ������
��� q'

��,����  �� "�3�	 ���		������ ��		��"��� �� ���	� �	��	 	�# ���		������� ,��# �	� ��

�� ���
"	���	# �	 1����
 ���		�������

��G��� 8���� 	�8�	� �� ��� 
������� 3��	� ��� �
�	 �8 ��� �"�� �� ������
� ,��� �"�� �� �
�� ��

��
��� ����� �8 
���� ���8�������
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���� &'77� (�/ ����������� ������ � ����������< ����'


���� &'7"� 
���� ���� �� � ����������< ���� 3�5 ��� � ���%��������� ���� ���������
��� ����� ����� ��������� ���������� 3�5'

1�&����
� ��� %�"
�� �� �� �������� �� ������>� ��� ���� ����� ��� ��� �����H�
������� ��������' Q�� ���� ��������� ������ �����H�� ��� ����<��� ����������
��� �������* ����� ���� ������ �� ����������* ��������� ��� �/�������� ���H���
����� ������ �� ��������� ������� �� ���%����<��� ��������� 3H� &'7"�5'

8��%����� �" ��� ����� �� ��� �� ���6� ���� ∆εx ��� ∆εy ���� � ���� ��%
�������� �� ��� ���� ��6��' �� ���* ��� ���� ��6�� �� ��������/ ������������
�� ��� ����� ������'  � ��� ������� ��6�� �� � ������ �� ��������� ���� ���������
�� ��� �� �� ��� ��������� ��6���* �� �� ����H���� �� ������� � ������ ����
6��� � ����� ����� ������ �/ ������� ������ 6��� ������ ����� �������'

�� ��� ����������� ��� ���������� �� �� ������� �/���� ��� � H<�� ��!��� �����* ����
6� ��� ������ ��� ��!��� ������ h ���� ��� ���D������ �� ��� ��6�� ������' 
�� ��
�<�� ���� 6��� ����� a* 6� ��� ��6���� r �� ρa 30 ≤ ρ ≤ 15' ��� ��6�� �<�������

7="
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�������

∆ψ(ρ, θ) =
∞∑
m=0

∞∑
n=0

c′nmρ
2n+mcosmθ

 ������� �<������� �� �������� �/ ���� � ������� ��� �� B������ ���/���� ��
��������� ��� ��������� 6���������

∆ψ(r, θ) = A00 +
1√
2

∞∑
n=2

An0R
0
n(ρ) +

∞∑
n=1

n∑
m=1

AnmR
m
n (ρ)cosmθ

��� ������ ���/��� ��� ����� �/

Rmn (ρ) =

n−m
2∑

s=0

(−1)s
(n− s)!

s!(n+m
2 − s)!(n−m2 − s)!

ρn−2s

��� ������/ ��� ������������/ ���������∫ 1

0

Rln(ρ)R
l
n′(ρ)ρdρ =

1
2(n+ 1)

δnn′


�� � ����� 6�������� ����������* ��� ���D������ Anm 30 ≤ n ≤ ∞* 0 ≤ m ≤ ∞5
��� �� ��������� ���

Anm =
√

1 + δm0
2(n+ 1)

π

∫ 2π

0

∫ 1

0

∆ψ(ρ, θ)Rmn (ρ)cosmθ ρdρdθ 3&':5

 � ����������� ������ �� ��� B������ �<�������* �� ���� ��� ���D������ Anm ���
������������ �� ��� ����%�I��� ���� �� ��� ������������� �����������

<
(

1√
1+δm0

AnmR
m
n (ρ)cosmθ

)2

> =

∫ 2π

0

∫ 1

0

(
1√

1+δm0
AnmR

m
n (ρ)cosmθ

)2

ρdρdθ∫ 2π

0

∫ 1

0
ρdρdθ

= A2
nm

2(n+1)(1+δm0)

��� ����%�I��� ���� ��� ��� ��� 6��� ���������� �� ����

< ∆ψ2 >==

∫ 2π

0

∫ 1

0 ∆ψ(ρ, θ)2ρdρdθ∫ 2π

0

∫ 1

0
ρdρdθ

=
∞∑
n=0

∞∑
m=0

A2
nm

2(n+ 1)(1 + δm0)

1� ��� ����� ����* ��� ������� 6�������� ���������� �� ����� �/

< ∆ψ > =
∫ 2π

0

∫ 1

0
∆ψ(ρ,θ)ρdρdθ∫ 2π

0

∫ 1

0
ρdρdθ

= A00

7=$
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 � ��� �������� ��������� σ2 �� ��� 6�������� ���������� ��� �� ��������� ����
��� �������/ σ2

∆ψ =< ∆ψ2 > − < ∆ψ >2* 6� ��� ������� ����

σ2
∆ψ =

∞∑
n=1

∞∑
m=1

A2
nm

2(n+ 1)(1 + δm0)

��� ��C����� ����� �� ��� B������ �<������� ��� ������H�� 6��� �����%�����* H���%
����� �����������* ���' 2��� ���� ��� B������ ���D������ ��I��� �� ��������� ��
∆ψ ���� ��� ������ �<�� ���� �� ��� ������� �/���� 3&':5* �������/ �� ��� ,�����
���D������ 6���� �����6 ���� ����<��� ��������������'

'�'�' 6#�	 �
1� ����%��	
��

1�� �� ��� ���� ����������� ���������� �� ������ ��<� �� �������* �� ��� ���������/
�� ����������� ����� ���� � ����� ����� ����' ��� ���� �� �������� 6��� ����� ��/�
����� ��� ���� �������� �� ��� ������� �<��'  � ��� ����� ���� �� ��� ���� ����� ��/� 6���
�� ��������� �� ��� ���� ����� �����' ������ ��� ����������� ������ �������� ���
����<��� �����<�������* ��� ������ ���� ��>� �� ��H�����/ ����� �� �� �I�����
3&'&5 6���� �������� � >��� �����H������ ��� �� ��!��� �������� �I����� ��H���/'
�� ������/* ��� ���%����� ���� ������ ���H�� 3�����������5 ��� ��� ������� ��>� ��
��� ���� �������� 3��C������� �� ��� ����5 ��� �� �� ����� ���� ������ ��� 6���
����� �� ������� �� ��� ����' �� ��� ������ �������� ��� ��N���� �� �����������
�� ��� ������� ���� �������� ��� ������/ ���� ��������' )� ���� �� ��� �������
�� ����� ������ ���������* ���������� �� ��� ����� ���� 6��� ����' )������ ��
���� ��� ����� �� ��C������� ��� ��� ���� ��>� ��� �� ��������� ����� �� 6���
��������������' �� ���� �����<� 6� ��H�� Pideal(r, θ) �� ��� ���� ������� �� ��
�����* ���������� ����' ���� ������� �I��� 7 6����� ��� �������� �� ��� ���� ���
# ������ ���� ����'


�� � ����� 6��� �������� �� ��� ����* ��� �������>�� ��������/ ���H�� �� ��� �����
����� �����6� ���� � ��� H��� ���������� ������ ��� ���� ���� Pideal(r, θ) 3
���%
����� ��C������� �������5�

PSFdl(r) =

∣∣∣∣∣2J1

(
kDr
2FL

)
kDr
2FL

∣∣∣∣∣
2

3&'G5

��� �� ������ ��� ����� ,����� 
������ �� ��� ��C�������%������� 3dl5 ����' �� ����
�<��������* r �� ��� ������ ���������� �� ��� ����� ����� 6��� ��� ����� ����� ��
������* k ��� 6��� ����� 3k = 2π/λ5* D ��� ���� �������� ��� J1 ��� H��� �����
)����� ������� �� ��� H��� ����' ���� ������� �� ������� �� H��� &'7$' ��� ��6��
6����� ��� ������� ���� �����<������ ;$ O �� ��� ����� ����������� ��6�� ������
��� ���� ��� ��� �������� Dspot �� ����� �/ ��� �������� �� ��� H��� >��� ���������
�� PSFdl(r) ����� ��� ���������

Dspot = 2.44λF/# 3&';5

��-� ���"��	 � ��� �"�� ��2� �8 � H������� ���� 3�� ��
��
���� �� ��� 8�

 1/e2 3���� �8 ���
���� 3���� ��� �=��
�� 1.27λF/# � C�	� ��� �"�� ��2� ��� �� ���8�	� �

��������� �� ��@��� ��
��� �������� ���3��� ��� �3� ����	�
 2�	� �	��������

7=&
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���� &'7$� ���� �� ��� ��� H��� ������� I(r) = PSFdl(r) �� ��� ����� ����� �� �
���� ���������� 6��� � ����� 6���'

0����� ���6��� � ����� ���� �� ���� ��>� ��� ���������� ��C�������%�������' �����
����������� ����������� ��� ��������� �/ ��� ��/����� ����� �� ����� ��� ��� �/
������ �������������' .��� ��������/ �� ��� �� ���6� ���� ��� ���� �� ��� �����
����� ����������� ���� �� ��!��� ����� Po 6��� ���6 ��� ���� ��������/ ���H��
�������� ����� ��� 	������ ����� �����'

�� ���� �� �� ��������� ���� ��� ���� ������� ��� �� 6������ ���

Pabe(x, y) = Pdl(x, y)ej∆φ(x,y) = Pdl(x, y)ejk∆ψ(x,y)

6���� ∆ψ ��� 6�������� ���������� �� ��� �<�� ���� �� ��� ����' ��� 3������<5
�������� ������ �������� h(xi, yi, xo, yo) �� ��������� �/ ������ ��� ������ �����%
���� �� ���� ���� ��������

h(xi, yi, xo, yo) ∼
∫ ∫

Pabe(x, y)e
−j kx

di
(xi−Mxo)

e
−j ky

di
(yi−Mxo)

dxdy 3&'85

��� ������� i ��� o ����� �� ��� ����� ��� ��� ��!��� ����� �����������/* R ��
��� ����� �� ��� ��������� ������ ��� M ������� ��� �����H������' 
��� ����
�������� ������ ��������* � ���� ������� �<�������� ��� ��� �,
 �� �������� ���

PSFabe(xi, yi, xo, yo) = |h(xi, yi, xo, yo)|2

2��� ���� �� ���� �� ��������� ������* PSFabe ��������/ ������� ��������� �� ���
��!��� ��������' �� ��� �����6��� ���������* 6� ����� ���� (xo, yo) = (0, 0) ��
PSFabe �� ��������� ��� ��%�<�� �����������'

1����* ��� �� ���/ ���������� �� ��� ���� ��������/ PSFabe,max' ���� ����� �� ������
��� ��C������� ���� ��� ��� �� ���� �� ��� ������ �� ��� ��������� ������ ����
������>�� σ∆ψ ' �� ���� �����<�* ��� ,����� (���� �� ��H��� ��

SR =
PSFabe,max
PSFdl(0)

=
1
π2

∣∣∣∣
∫ 2π

0

∫ 1

0

ejk∆ψ(ρ,θ)ρdρdθ

∣∣∣∣
2

3&'7#5
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������� ���� �� �I��� ��� ���� ��������/ �� ��� ��������� ����* �������>�� �/ ���
���� ��������/ ��� ��� ��C�������%������� ����' 
�� ����� ����������� ��� ������<
�<��������� �� 3&'7#5 ��� �� �<������ ���� � ��/��� ������ � �� ��� ������ �����
���� ��� �� ��� �� ���6� ����

SR = 1 − (
2π
λ

)2σ2
∆ψ 3&'775

PSF ��� SR ��� ���� ������� ���� ����������� ������� �� ������������ ������ ��
���������� ��� ������� �� �����' -�6����* ���/ ���� ������ ����������� ��� �������
�� ��� ������� ������� �������� �� ��� ����' 
��� ���� �����* ��� 1������ ��������

������ 31�
5 �� ��� ���� �����������' ��� 1�
 �� ��H��� ��

OTF (fx, fy) =
∫ ∫

PSF (xi, yi)ej2π(fxxi+fyyi)dxidyi∫ ∫
PSF (xi, yi)dxidyi

3&'7"5

��� ��� �� ���������� �� � �������>�� ������� ������ ��������� �� ��� PSF ' �I�%
����� 3&'7"5 ��� 3&'85 ��������� ���� �� ������������������ �<���� ���6��� ���
OTF ��� ���� ���� �������' ��� ������� �������� ������� �� ����������/ � ���%
���< �������� ��� �������� �� ������ .�
 3.�������� �������� 
������5 ���
��� ����� �� ����� ����� ������� 
������ 3��
5' ��� .�
 ��N���� ��� ��������
�� �������� ��� ��� ��!��� �� ��� ����� ��� �� ��������� �� ��� ������� ���������
���I���/' ��� ��!���J� ��������/ ���H�� ��� �� ���������� �� ��� ������ �������
��� ��� �� ����� ������� ���I������ 6��� �� ���� �� ��� ����� �����' ��� .�

���������� ���� ��� ��������� ��������� ����� ��� ���� �� ����� ���I������' 
��
� ��C�������%������� ���� 6��� �������� D* ��� .�
 ��

MTFdl =
2
π


acos(f/2fc) − f

2fc

√
1 −
(
f

2fc

)2



6��� fc = D
2λz ��� ��%�C ���I���/ ��� z ��� �������� �� ��� ����' ���� .�
 ��

�������� �� H��� &'7&'

'�'�( ���� :%��
	� ��
	��
�

.�������� ����/��� ����� �� ��� I�������� ������ ����� ��� �� I��� ������< ���
��������� ��� ���������� �������' �� ���� ����� �� �� �<������/ ���� �� ����
���� ���� �� ���� ���� ����6 ������ I����H������ �� ��� ����J �����������' ��
��������� �6� ��������� �������� ��� �� ����'

+�������,
 #������ ���������� ����

���� ��������� ������ ���� � ��<��� 6�������� ��������� ∆ψmax ���� ���� ���
�<���� 0.25λ ��� �� ��������� ��� ���� ��C�������%������� �����������' ���� ���%
������ �� ����� �� (�/�����J� H������ ���������� ��� 6�������� �� ��� �<�� ����
�� � ���� �C����� ���� ������/ ��������� ����������� �������� ��� �������� ��
��� 6�������� ��6� �� λ/4 6��� ������� �� ��� ��������� ������* ���������� ���

7=:



&'=' 4���������>����� ��� ���������� ������I��


���� &'7&� .�
 �� � ������� ����'

	������ ���� ��������/ �/ ���� ���� "# O' 1������/* �� ��� ���� ����������
�� � ���� 6�������� �� ��� �����/ ����������� ��� ��� ��� ����� ����������� �� ���
����� ����� ��� ����� ��� ���������� ��������� �� ���/ �����������%���������* ����
��������� ����� �� ����������� �� � ��� �� ���� ������ ���� � ������ ��I�������'

"��-����,
 ���������

.��A���� ��������� � ��� ���� ��������� � ������ ��C������� ���� ��������/
3,����� (����5* ������������/ �� ��� �<��� ����� �� ��� ����������� �� ��� 6���%
�����' 
�� ���� ������ �� ��� ��� ������������ 3&'775'  �������� �� .��A����* �
�/���� �� 6���%��������� �� ��� ������ (���� �� ��� ������� ���� #';' ����� 3&'775 ����
��������� ����������� �� � ����%����%�I��� 6�������� ��������� σ∆ψ ���� ���� ���
�<���� λ/14'

%�) ,�	�	������	��� 	�� ��	
������� ������5��


,������ ������I�� ��� ��������� ����6 ��� �������� ���� ����������' ��� �����%
��������� ��� �� ������H�� ��������� �� ��� I�������� ���/ ������� ��� �����
�� ������� ��� �������� ��/����� �������* ���� �� ��������� ��� ����%��� �����%
����' ��� ����� �/�� �� ������� �� �������� ����������� �� 6��������� �����������
������ ��� ����'

'�(�� 6%����� ����%�����	

��� ���������� ��������� �� ���� ��������� ��� �� ��� ��� �������� ��� ����
������* ������ �����/ �� ��� ������ ����' 
��� ����� ����������� 6� ��� ������/
������ ��� ����� �� �������* ��� ���� ������* �������� ��� ������ ��������'

D&��� ���&� �����"������ ���,�������

���� ���H������� ��� �6�%���� ������������ �� ������ � ����� ������ ������ 3H�%
�� &'7=�5'  6���� ����� ����� �� ���������� ��� ���������� �� ������� 6���� ��

7=G



4������ &' 0���� �������� �� ������� ���������� �����������

��� �� ������ ���� � ������ ������ ������ � ���������� ��!������' ���� �� ���
���� ���� ������ ��� ��!������ �� ��� ��������� �� ��� ������� ������ �� ��N�����
�� ��� ���� �������� ��� �� ��� �� ��������� ����' ��� ���� ��N����� ���� ���
������ ���������� 6��� ��� ��������� ��� � ������ ������� �� �������� �� ��� 44�
������' ���� ������ ������� 6��� ���6 ��<��� �������� 6��� ��� ���������� ��
������ �� ��� ������ ������ ��� 6���� ��� ��N����� ���� ���6� �� ������� ����
��C������ 31��5 6��� ������� �� ��� ��������� ���� 3&'7=�5' ������ �����������
���� >��� 1�� �� �������� ��� ��� ������ ������ 6���� �� ������ ������/ ������
��� ���������� �� ��� 44�'  � ��� 1�� ���������* ��� ��������/ �������� �� ���
������� 6��� �������/ �������� ��� ��������/ ��������� �� ���� �� ��� 1�� ��%
����� ������ ���� ��� ��������� ������ �� ��� ����� �����' ���� ��������� ������
�� ���������� �/ � �������� H���� 6���� �� �������� �� ��� ���� ����' �� �/������/
������� � �������� ����6���� �� &# �� �������� ����� :=# ��* ������������� ��
� ��������� ������ �� ���� ; µ�'
.��������� �� ��� ������ ���H�� �� ������������ �/ � ���>�%������ �����������
�� ��� ��!������ ��� ��������� ������ �� ��� �������� ��������� 6���� ��� 44� ���%
���� ������ �� 6���%���������� ��������� 3�'�' ����/ 7## �� �����������5' ����
����������� ������� ��� ������ ��������/ �������� ��� ��� �������� �� ��<���
��������' ���� �������� �� ��������� ��� � �����< �� ������ ������ �� ��� ������
�����������/'
 � ��� �������������� �� ���/ ������� �� �������� ���� �� ��� ������ ������ �� ���
���� ������* ���� ����� ������ ��� ���� ���������� ��� ��������� ��� ������ ����
���%� � �������� ������ ����������>����� ����' 4������/ �� �����%�������� �����%
��������/* ���� ���H������� ���� ��� �C�� ���� ��� ���������� �� ��� ��<���
������ ��C������ ���6��� ����������� ������� ������ 3λ/4 �����5'

�� �� �<��������� 6� ��� ��/�� 2�"###* ��������� �� ��� ���������� ��  ������
��/���� ��� ��������� �� ��� ���!� ������������ )�����' ��� ���H������� �� �������
�� �������� ����� � �� 7'8×"'= ��2 ��������� �� ��� ������� ��������' ���
�������� ��������� �� �� ��� �� �����' �� H��� &'7: ��� ���������� ������ ���
������/�� ��� � ����%������ ������' ������ ��� V��������/W 6����6* � �/����� ������
������� ��� �� ��������'
 � ��� ������ �� ������� ��������/ ������ �� ��!������ 6��� � ������� 2 * ���
��������� ����� �� ������ ������������ �� �������' ��� ��<��� ����6���� ����
��� � ������ −������� �� ��� ������� �<�� �� ��� ���H�������− �� ����� �� ��N���
����� 6����� ��� 2 �� ��� ��!������* �� ��������� �/

αmax =
asin(NA)

2

-��"��
� ���������

 ������ ���H������� �� ����� �� ��� ��������� �� �������� ���������/* �<�������
�� H��� &'7G�'  ����� ����� �� ������ ������ �� ��!������ �� � ������' ���

��(���	�	# �� "����0���8� ����	8�	����	# 3��	� � �	 ��	� 8	���� "����	�� �	� ��F����� 8�	
�����	��� � 8�

 ���"
� �	��7 ���� "	�@
�����	 ��
# �����	�� ��� ���"
� �	�� 3��	� ��� 8	�����
�	� ����
� �� ���� ����� -� ��������7 ��� �����	�� ��	8��� ������ �� ����"������ �8 ��� 	��������
"���� �� ��� ��	8����

7=;



&'=' 4���������>����� ��� ���������� ������I��


���� &'7=� �/�� ������� ���H������� ���%� 3�5' 
����� ��������/ �������� �����
�������� 3�5'


���� &'7:� �/����� �������������� �� ��� ������� ������ 3�5' 4������ �����
�� ��� ������ ������� 6��� ���������� �� ������ �� ��� ������� ���� �� ��� ������
3�5'

7=8



4������ &' 0���� �������� �� ������� ���������� �����������


���� &'7G� ��������� �� ����� ���������/ 3�5' 4������� ���������/ ���%� ���
������ ���������� 3�5'

��N����� ����� �� ������ ���� ���� � �����%��������' ��� ������� ��6�� 6��� ���6
� ��<��� 6��� ��� ���������� ������ �� �� ��� ����� ����� �� ��� ����� �����'
 �/ ����� �� ��� �������� ��������� 6��� ���� �� � �������� �� ���� �������� ������ ��
��� ����� �� ��� ����� ����� �� ���������� ���� �� ���� �������� ����� ��� �������'
 ��������� �������������� ��� ���H������/ �� ����� �� H��� &'7G�' ��� ��������
�� �������� �/ � 44� ��� ��� ����� ������ ��� �����>�� �/ ����������� ������
�� � ����' ���� 44� ��<�� ����������� �� � ���/ ����� ������ �� ��� ������'
�� ������� �����%���� ���6��� ��� ��C����� �����%������ 3� ��������� ��� ������
��N����� ���� ���� 6�� ������� �/ � ����������� ����5* ��� ���� ������� �� �����
I��� �����' )/ 6���%���������� ����������� �� ����� ������* �� �� �������� �� ����
��� ��� ������ ���� 6��� ��� ���� ��� ������� $:#◦'  ����* ��� ������ �� � 44�
��<�� 6��� ���� �� ��� ������������� ������ ������ �� �� ��� ����� ����� �� ���
������������� ����� �����'

,��� ������ ���H��� �� ������� �������� ���� ���� �������� ���� ���� ������I�'
��� �������� ���������/ 6�� �� �� �� �������� �/ ������ ,������H� �� )����*
��� 2����������'

;��

,������� �������� .��������/ �C��� ��� ���������/ �� ������/ �<����� � ���%
��� ������ 6��� ��������� ������/' ������� �� ��� ������� ����������� �<�������

��,��� �	�� �� ����	����� �# ��� �����@������ �8 ��� ���	����"� ��������9 Sccd/M2 3��� M
��� �����@������ ��� Sccd ��� �	�� �8 � ((� "�6�
�

7:#



&'=' 4���������>����� ��� ���������� ������I��

�����* ���� ������ ��� � ������ �������� ���� 6���� ���������/ ����� ��� ���%
���' ��� ������������ ���6��� ���� ��� ����� �� ��� �������� ������ � ��� ��
�����������' 
�� ����������� �������* ��� ����������� �� ��������/ �������� ���%
������� �� ��� ���� �����������' ���� ������� ���/ ����� �� � ���/ ���� ��/�� ����6
��� ������ ��� ��� ����� �� ��������/ ��������� �������/ ������� �� ��� ��������
����� �� ��� ����'  ������ ��� ����%��������� ������ ���� � ���� ���������� ��
��� ������ I����/* ,�. �� ��� ������� ��� ������ ���H������/'

'�(�� ;������	 ����%�����	

��� �������������� ��������� �� ���� ��������� ��� �� ��� ��� ��������� ���
������� ����������� �� ������ �� ����� �� 6�������� �����������'  � ��������� ��
&'&'=* ���6����� �� ����� 6�������� ��������� ����� �� ���������� �� ��� �<������
������� I������� �/ ��������� ���� �� ��� .��A���� ��� (�/����� ���������' ��
��������* ��� ,����� ����� �� ��� ���� ��� �� ��������� �/ ���������� ��� ��������
��������� �� ��� �����������' ���� ����� �� �� ���������� ���������� �� ���������
6���� ��� ���� ����� �� ������� ����� ��� ������ �� ���� � ����� ����'

�
�&$E�&���� �����"��������

��� .���%B������ �������������� ���%� �� ���������� �� H��� &'7;' ��� ������>��
���� �� � -�2� ����� 3λ = 633 ��5 �� ����� �� �6� ������ ������>�� ����� 6���� ��
6���� ��� 6��� ��� �� � ��������� ���� ��� ��� ����� 6��� �� ����������� ������
��� ��������� ���� ����' ������>����� ����������� H���� ��� ��� �� ��������� ���
����� ��6���� ��� ����������' ��� ����������� ��!������ �� � ���� 2 ��!������
���� �� ���� �� ��������� ��� �������� ����� 6��� ���� � �����/ ������� ���������
6��������' �� ���* ��� ��������� �������� ���� 6�������� ���� ���� � 6��� 6����
���6� ����������� �� � ����� 6���'
�� �� ���� ������������� ��� ����������� 6�������� 6��� ������� ���� � �������
����� 6���' )/ ��������� ��� ������������ ������� �� ��� ��������� ��� ���������
6��� �� ��� 44�* � I�������� ���������� �� ��� ��������� ����������� ��� ��
��������������' 2��� ���� ��� ����������� ��������� �/ ��� ����%I����/ �������%
����� ��!������ ��� ����/ ���������� �������� �� ��� ���������'

 ���� ���������� ��� ��������� ����� ����������� ��� �� ��� ��� �����������
��� �,
 ��� .�
' �� ��������* ��� ���������J� ����6��� �C��� ��� ���������/
�� �����<����� ��� ������� ����������� �/ � B������ ���/����� �<������� 3�
�� 7#th �����5'
��� �������������� ��� ���� �� ��� ��� �������� ��� ����<��� ����� ������ �� ���
���� �/ ����� 6��� ����������� �� ��� ���������' ���� �� ������������ �/ ��������
��� ����������� ��!������ ���� ��� ���� ���� ��� ��� ����������� ��� ���������
6��� � ����� 6���' .����� ����������� �� ���� �����������* ��� 6�������� �� ���
�<�� ���� �� ��� ���� ��� �� 6������ ��

ψ(x, y) = Cejk
x2+y2

2F L

��,�� "���� �8 ��� ���		���� 3�� ��� �� 8�

# ����	����� �# * �����	������7 ���� 3���
������	 	�8�	���� 3�� "�����
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���� &'7;� .���%B������ �������������� ��� 6�������� ���������� ����������'

6��� C � ������< ��������' 
�� � ���� 6��� � �������� D* ��� ��<��� �����
��������� ���6��� ��� ������ ��� ��� ��� �� ��� ���� �� ��� �<�� ���� ��

∆ =
k(D/2)2

2FL

��� �������� ������ ������� �� ��� 44� 6��� ���6 ������� ���������� ����� 6�����
��� ���� �� ��� ����'  � ��� ������ ������ �I��� � ����� ��C������ �� "π* ��� �����
����� ��������� ���6��� ��� ������ ��� ��� ��� �� ��� ���� ��� ���� �� 6������ ��

∆ = n2π

6��� n ��� ����� �� �������' 
��� ���� �<��������� FL ��� �� ��������� ���

1
FL

=
2nλ

(D/2)2

��� .���%B������ �������������� ���� 6� ��� ��� ����������>��� �� ������ ��
��������� �� ��� ���������� ��  ������ ��/���� ��� ��������� �� ��� ���!� ������%
������ )�����'

%�- $	
�� 	��	��� � ��	���	��� 
�������� ���
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��� ������� �������� �� ���� ������� �� � ��6�/ ��������� ��������� �����������
������I� ������ �������� ������ ��������'  ������� �<����� ����� ���� �� ���

7:"



&':' 0���� �������� �� �����������/ �/������� �����������


���� &'78� 0��� ����������� ����� �� �������� ������ ��������� ������� �����'

��� H���� ����� �� � ���/��� �������� �� � �������� ���� ���� ��� 6��� � ����
N���� ���� ����� �� ����� ��������' ����� ���� ����� ����� ��������� ��� �����
����� ��������� �������* ���������� ����� 6��� 6���%������ ��������� ��� �� 6���%
������ ������ ����������' ��� ����� �� � ������� �� ������� ������ �� �����������
���� �������' ��������� �� ��� ������ �������� ��� ����������* ��� ����� ��
������� �������� ������� ���� ��� ������ �� ��� ������� ��6���� ��� ����' ��
���� �� � �6 �����* ��� ������� 6��� �� �����/ ������ ��� ���/ �����������/%
�/�������' �� �� ��� �������� ��������� �� ����� ���������* ��� ������ �������
6��� ������� ���� ��� ����� ����� ��� 6��� ���� ���������� ���������� ��� ���������
� ������ �������' ���� �� �������� �/ ���� � ����� ���� �������� ��� ��� ����
���� ��� �/ �������� ��� ��� ������� ������ ���� ��� ��������'  � �������� ��
����������� �/ � ������� ����� �� ������� �������* ���� ������� �������� ���
������ I����/ �� � ����� �<����' �� �� ���6� ���� ����� ������������ ��� ����
���� �� � ������ H���� �� ������� I����/��' ,������� ��������� �� ������ ��I����

•  ����%������/ ������ ����� 6���� �� ���� �� ���� ������ ������ �����'

•  � �<����� ����� 6��� � ������ ���� ��6�� ��� ��������� �� � ��������
���� ���������� ����'

•  ������� ���� ������� 6����� ������ ��� ������ �������� ��� � �����
������� ��� ������ ���������' 
�� ����������� 6��� � �������� �� "## µ�*
�/����� ������� ���������� ��� 7## µ� ��� �������� ������ �������� ���
���� "=# µ� �� ������ ��� ��� ��������� �������'

•  ���!������ �/���� ���� ������ ��� ����� ���������� ������� ���� ��� ���/%
��� ������'

��E"����
 =��
��# �� �������� 3��� ������	��� 
����� ������ ���
����
�� /� ������	��� �� "	�"�	0
�����
 ��(δ/λ)2 3��� δ ��� 	�� ��	8��� 	��������7 � ��	8��� ��� �
	���# �� �������	�� �8 �"����

=��
��# 3��� δ < λ/10�
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���� &'"#� .�������� ��������� �� � ������������ ����%���������� �������/'
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��� ������ �������� ������I� ����� �� �������� �� ��������� ����������� �� �
I��� ��� N�<���� 6�/' 4������� �� ��� ������I�� ��������� �� &'"'7* �� �C���
���� ��I���� ���������� �� ������ ����6'

 � ��� ������I� �� ����� �� ����� ��������* �� ������ ��/ ����H�� �� ������%6����
��� ����������� ������ �������� ���������/' ����� ��� �� ��������� ������� ��I���%
����� ���� ���� ���������� ���������* ���� ���� �� �����%���� �����������*
���' ��� ������I� ��� ���� �� ������� �� ������� ���/��� ���������'
 � ��������� �����I���� �� ��� ���������/ �� �� ����� �������� ��� ��������%
��� ������������ �����������/ �� � ���� ����� �� ������������ �������/' ���� ��
���������� �� H��� &'"#* 6���� �6� ����� ���������� ��������/ ������� �� ����%
���������/ �� ����� � �D������/ ����� ����6����' ��� ������� ���� �������� ��
������� �������� �� ��������' �� ���* ���� ������� ������� �� ������� ����6�/
���������� �� ��� ���� ���6��� ��� ����%���������� ���� 3�������� ��� �����������5
��� ���������* ��� � ������ �� ������� ������� H��� 3�1
5' ��� ���� ����� ��� ��%
������/ �� ��� ����%����������� ��� � ������ ���� �� ������� ���� �� µ� �� ������
��� ���� ������' ��������� �� ��� ��� ��� ��� ��� ��>� ��� 2 �� �����������/
��� ��������L��������� ��� �1
* ���/ � ���� �� ��� ������� ��6�� ��� �� ������
���������/ �� ��� �� �� ��� ������������� H���' ��� �������� ������� ��6��
��� �������� ������/ ��� �� ������ �/ ��������� �� ����������� �� ��� �� ���
�������� ��� ���������' ����� ������ 6��� ��������� � �� ��� H��� ����� �� ���
���������* 6��� ����� �� ����� ������ ��� ���������� �������� �� ��� ��� ����'
1�� ������ �������� �� ��� ��������� �� � ������� ���� ����/ 6��� ��� ��������
����/ ��� ��� ����I��� H<�����' ���� ����� ��������� ��� �� I��� ����%
��������* �<������� ��� ��� 6����� ���� ��� ��� ����%���������� ����������'  
���� ���������� ������ �� ����� �� ��� ����������� ����������� �� ��� ������ �� �
���/��� ��/�� 6���� ��� ���� ����%������ �� ��� ���� ������ ����� ��� �������%
����� ����������' 0���� �������� �� ��� �� ��� ���� ������I�� 6���� ���� ����
�������� ��������' �� ��������* ����� ��������� ����H������ �� �������� ������ ���
����� ���� ������ 6��� ��%�<�� ������ �/�����'
 ������ ��������� �������� ��� �<��� ���� ���H��� ��� ������ �������� ������I�
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�� ��� ������� �� ��������� ���� ���H���'  ������ �� �� ������ ���6����� ����
� ��������� �������/ �� ��������/ ��� ����� ��� ��������� �������* ��� �<����� ���
����������� ��������� ��� ��������� ����� ��* �� ����� �� ����� ���������' ���� ���
����������� �� ������� ����������� ������I��* ��� ����������� ���� ��� ������
����������� �� ��� �<��� ������ ���H�� �� �� ���������' �� ���� ��������� �� ����
N�<������/* � ������/���� ������I� �� ��I���� ���� �� ������� �� ������ ����� ��%
�����' 4������/ �� ����� ������������ 6���� �������/ ���/ �� �6������ �� �������
��N�6* ������ �������� ����6� ��� ����������� �� ����������� �� ��������/ �����'
�� ��������* �� �<������� �� ��� ������ ������I� �� ���%�����������/ �/�������
����������� ��� �� ���� �� &'G'

,��� �� ��� ������/���� ������I�� ����6 �������� ����������* ������� ���� ����
����/� ��� �� ���������� �� ��� ���� ����' ���� ������ �� �� ���������� ��� ��%
������� ������������ 6���� 3�����5 ����/� �� ������� ����� ��� ��������* �� ���������
������� �������������' ��� ������ �������� ������I� �� ��������� ����6 ��� �
������ ������� ������� ��� 6������ � ������ ����' ���� � ���� ������� ����������
�� �� ����/ �� ��������� ������� ��������* �� �� �������� �� ������ �� ������ ����/ ��
����������� �� ��� ���� ����' ��� ��<��� ����� �� ������ ���� ��� �� �����%
����� �����������/ �� ������� �/ ��� �<����� ���� ��>� ��� ��� H��� �� ��� ����
���!������ ������'

'�+�� <�����	
��� ������
� �� �
��%��� ���	�%� ����	
��

�� ������� ��� �������� ������I� �� ����� �� �������� ������� ���������� �������
�������� 6��� �������� ����������' ���� ������ �� �����>�� �/ ������ ��� ������
����� � ������� ���� 6���� ��� �<����� ����� �� H���� ����� �� � �������� ����
���I���/ ��� N���� 3H��� &'"75' �������� � ������ �� H������* ��� ����� �����
��� ��� ����� ����� �� � ��6 �������� �������� ��� �������� ��� ��<� ������' �����
��� ��������� �� ��� �����* ����/ ����� �� ��� ������ ����� � ������� ��������
6��� ��� ���� �������� �� 6��� � ��C����� ������' ��� ����� ���� ������� �� �
H<�� �������� ����� ��� �������'

�� � ����� ���� ��������* ���� ������ �� ���������� �/ ��� ����� 6���� �� ���%
��������� �� ��� ����� �� ����������� �����* ��� ������ �������� ���� H<�� ���
�<��� ���H�� �� ��� ������' �� ����� �� ������ �� ����/��� �<�������� ��� ��� ������
�����* 6� 6��� H��� �������� �6 ��������� �� ��� �����'

.����& ���,�� �
��%�
���� "�� 
 -D �
��

�� ����� ���� ��� ����� N���� �� ���������� ���� ��� ������ ���� ����' 4����%
I����/ ��� ������� ������ ��� � ������ �����* ������������ �� ��� �<����� ����'
���� ����� ���� 6� ������� ��� �������� �� ����� ���������� ����� �� ��� ���� ��
��� ������ �� �� ��C������� �C���� ���� ��� �/������/ ������� �� � ��6 µ� ���� ���
�����'
	���� ��� �������� �� ��� ���� 3φ5 ��� �� ��� ������ 3D5* ��� ������ �������/

��1������� ��"
��� ��� ��
����� �8 � ��	��� �8 ��
�� �� ��� ���"
� 3���� �� ���� �� ���3���
��� "�
����
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���� &'"7� ��������� �� �������� ������ ��������'

�� ��� ����� 3υ5 ��� ��� �������� ����� ��� ��� �� ���� 3k5* ��� ���H�� �� � ������
������ ��� �� 6������ ��

y(r) = ap(r)

�� 6����

a = πDk
v

p(r) =




1
πacos

(
D2+4r2−φ2

4rD

)
if D−φ

2 < r < D+φ
2

1 if r < φ−D
2

0 if r < D−φ
2 , r > D+φ

2

3&'7$5

�� ����� �<��������� r �� ��� ������ ���������� 6��� ��� ������ ����� ��� ������ �� ���
������ 3c0 �� H��� &'""�5 ��� p ��� �� ����������� �� ��� �������� �<����� ����
�� � ����� 6��� ���������� r' J(�������J ����� ���� 6��� ������� �� ��� ��� ������
���� ����' �� ��� ���� ������� �/ ��� ���� ����� ��� ������* ��� �������� ���
������ ���� ������� ���������/ −����� ��������� 6��� ��6�/� 6����� ��� ����
����� ��� ��� ������ ����− �� ���/ ����� � ������� ����� �� ����' �� ��� H���
����* p(r) �� 7'# ��� �� ��� ������ ���� �� �� �������� � ���� 6���� �� ������������ ��
��� ���� ��I���� ��� ��� ���� �� ���� ���� ��� ����' ���� ���� ��� �� ���������
�/ ����������� ��� ��� ������ �� � ������ 6��� ����� r 6����� ��� ���� ���� ��
���������� �� H��� &'""� ��� r = r1' ��� ������ a ���������� ��� ��� �������� �����
��� ��������� 6��� p = 1.0* ��� �� ������������ �� ��� ��� ������ ���� ����'


�� � �/����� ���� �������� �� 7## µ�* �� �������� ���� �� ='# µ�L� ��� � ������
�������/ �� 7# µ�L�* ��� �������� ���H��� ��� D ����� �� =#* 7## ��� "## µ�
3�����������/ D < φ* D = φ ��� D > φ5 ��� ���������� �� H��� &'""�' 
��� �����
����� �� ��� �� ���� ���� y(0) ������� � ��C����� ����� ���� ��� D → φ ����
����6 �� ���� �����' 
�� � ������ �������� ������� ���� ��� ���� ��������* �
N�� ������� ���� �� ��� ������ ��� �� ��������' ���� �������/ 6��� �� �� ���������
�������� ��� ��������� ������� �� ��������� �� ��� �����6��� ��������'
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���� &'""� ������ ����������� 6��� �������� ������ ��������' 3�5 ,��6� ���
�������� ���������� ��� ���������� ��� ������ ���H��' 3�5 	���� ��� ������ �����%
������� ��� φ = 100 µ� * k = 5.0 µ�L�* v = 10 µ�L� ��� D = 50 µ� 375* 100 µ�
3"5 ��� 200 µ� 3$5'

�%��� �
�� ����
����

�� ���� � ����� ����� �� �����/��* ��� �������� ����� ��� ��� �� ���� ����� ��
�������� �/ k = df �� 6���� d �� ��� �������� ����� ��� ���� ��� f �� ��� ����
���������� ����'  � � ����� �� ��� �������� ��������� �� ��� ����� ����� ��������
�������* ��� �<��� ������ ������� 6��� ������� ���� ��� ��������� ���H�� ��������
6��� � �6 �����'
 I���������� ����/��� �� ��������� �� ��� ����� ����� ������ ������� ��������
6��� ������� ���� ��� ������ �������� ������I� ���� ��� ���������� �� �����
&'&'
 ������ ��� �<�������� 6�� �����/ ��������� ���� ��� F�
 �<����� �����* �������
������ ��� �� �� �<������ ���  �
 �����������'  �������� ������� �� �������
��� ������ I����/ ��� ��� ���� ��� �������� ����� �� ��� �������� �������* ��
�������� ��� ������� ������ ���� ��� �������� �/ �������� 6��� � ����� �������
�������� ��� ��� ������ ����' ������ ���� ������� ���� ������ ������� 6��� ����
������� ���I���/ ������� ������ ������ ���� N�� ������ ����� ��� ��� ��� ������
���� ������� ��������' �� �����/ ���� ��������� �<�����������/* ������ �����
���H��� 6��� ������� ���� ��� ������ �������� ������ �������� ���/* ������
�������� �����6�� �/ �������� = µ� ������ 3J7× ���������J5 ��� ������ ��������
�����6�� �/ �������� 7# µ� ������ 3J"× ���������J5 ���� ��� ��������' �� H���
&'"$ ������ ���H��� ������� 6��� � �������� ���������� ��� �������� 6��� ���
����������� ����� ��� ����� �� D �I����� &#* 7## ��� "## µ�' �� ��� �� ���� ����
��� ������%������� ���H��� ����������/ �I�� ��� ����������� �����* �<���� ��� �
��6 ������������� ���� ��� �������/ �� �� ��� �������� �������� ������� 3�'�' ���
��������� ���� ��� D K "## µ�5' ��� ��������� ������� ���������/ �������
����� ���������'  ������ ����������� �� ���� ��������� ���� ����� ����� �����
��� �������' ���� �C��� �� ��� ���� ��������� �� ��� �����%� �� ��� ������ 6���
D K &# µ�'
��� ������%������� ���H�� ��� D K 7## µ� ���������� ���� �� ��� ����������� ��
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������ �������/ "# µ�L�
���� ���I���/ "# ->
���� �����/ &=# �Q
N���� 7## �QL��2

������� 7## µ�
�������� ���/���������
������� ����� ���

����� &'&�  ������� ���������� ��� ����������� �� ��� �������� �� H��� &'"$'

��� ����� �������� ������I�' ��� ����������� ���� ��� ���/ �� �������� �� D ���
ρ ���� �I�� ������� 7## µ�' �� �������� ���� ��� ���/ �� ������� 6����� ±7 µ�
�� �� ��� ����� ���������'  � � ����� ��� �����%������� �� ��� ������� ���� 6���
���6 ������ � ��� �� � ��� �� ��� ������' )/ �������� ��� ������� �D������/
������* ����� ����L���� ��� ���� �� ����������'

A�����#
���� �" �&� �����%� ��

�� ��6 ����� ���� 6��� ��������� ���������� �������� ��� ������� �� ��� ��
���� ����� 6��� � ����� �����* ��� �������� ������ ������ ��� �� 6������ �� ���
�� �� ��� ��������� ������ ���H���'  ����� ����H������ �� ���� ��������� �� �����
�� H��� &'"&� � ������� ���������� �� �6� ����������� �������� 6��� ��C�����
������ ��������� �� ������� 6��� �� �<����� �����' ��� �����%������� �� ��������
�� ��� �<������ ���H�� ���� ������ � ��� ��������� ��������' ���/ ���� �����%
���� ���6��� ���� ����������� ��� �<���������� ����� ��� �� �������� �<���� ���
��� ����� 6���� ����� ��� ������� ����'  � ����� �����* � ������ ��������� �� ��
������� �� ��� ����� ������� �/ ��� �������� ������� −����� ��� ������ ������
6��� D = 40 µ�− ��� �� ����'  ��� $� ���6 �� ����� �������� �� ����� ��
H��� &'"=' ��� �������/ �� ��� 4� �������� ��� ����� ��������� 6��� �� ������
�������� �� � ��<� ��������� �� ���� ������ ��������'
 ��<� ��������� �� ���� ������������ �� 6���%������ ���������� �������� 6���
���H��� �� ��������� �� ��� ������� ���������* ��� ����� �� �� ��������/ ��������%
���/ �/������� ������ �����* ��� �<����� � ���������' ���������* ������>����� ��
��� ������ ��������� ��� ���������� �� ��������/' ����� ��������� ��������� ���
������� ���6��� ��� ����������� �������� ��� ��� �� ������ �� ������� � ������
������ �� ���������� 6��� ��� �������� ��������� ����� 3�������������/ ���������
�/ Y (r)5* 6���� ��� ���� ���������� ��������� ��� ������� �� ��� ��������� ����� ��
� ������ ��� �����I����/ ���� ��� �����' ���� ������ ��� �� ������� ������>��

ε =
∫ Φ/2

0

∣∣∣Y (r) −
∑

yi(r)
∣∣∣n 2πrdr 3&'7&5

6���� yi �� ��� ������ ���H�� ��� ��� �%�� ������ 6��� �������� Di ��� �������/
vi ��� n �� �� ������� 3n K 7* "* ''' 5' ��� �������� �� �������� ���� ��� ���%
����������� ���� �����%������� 3Φ �� ��� ���� ��������5' �� ���� ������������ ���
������� ���� �� ��� ���� ��� �� ���� ��������� ���� ��� ��� 3�'�' ��� 	������
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���� &'"$� 4��������� ���6��� ����������� ��� ������� �����%������� �� �������
�������� ��� ��C����� ����� �� D 3�<��� �������� ���������� ��� ����� �� ����� &'&5'


���� &'"&� 4��������� ���6��� ��� ��������� ��� ������� �����%������� �� �
������� ���������� �� �6� ������� �������� 6��� D K &# ��� ;# µ�'  �������
���������� ��� �� ��������� �� ����� &'& �<���� ��� ��� ������ �������/ 6���� ���
���� ������ �� =# µ�L�'
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���� &'"=� $� ����� �� ������� �������� ���������� �� �6� ��������* �����������/
D K :# ��� 7## µ� 3�5 ��� D K &# ��� ;# µ� 3�5'

�����5' �� ���� ���� ��������� ��� �� ����� �� ���������� 6������� ������� �� ���
��������'
�I����� 3&'7&5 6��� ��������/ ������ ���/ ��������' 
�� �<����� � ������ ������
���� ��� ������� ��� ��6�/� �� �������� �/ �6� �������� 6��� ��� ���� ��������
�� ������� �� �6��� ��� ������ �������/'

 ����� �� ����� ��������� ��� ���������� �� ���������� �� �����6�� ������ �����%
���� ������ ���� (Φ+φ)/2 ��� ������� ����� ���/ �� ��� ������� ��/ ���� 6��� ���
���� ���� ��� �������� ������� ���� Dmin ��� ����������� �� 6���' ���� ������
��� ���� ��������� �� ����� ���� ��� ������ 6��� �� ������ �� ���� ����� ���%
���� �� �������� ������* 6���� ���� ���� ��� ����� �� �����' 
�� ��� �<����������
���� 6� ����� Dmin = (2/5)φ �� &# µ� ��� � 7## µ� ���� ��>�' 0����� Dmin ���%
�� ������� �������� �����<�������� �� ��� ������� ���� ���� 6��� �� ������>�����
���������'

4��������� ��� ������ ����������� � ������ ����� 6�� ������� �� ����� ���� �
���������� ����� �� ������� ��� ��������'  � ��6 ������* ���� ��� ����� ��������
��� ������ ��� ����� ������ �� ���/��� �������� ��� �������' ���������/ �� ��� ��
�<������ ���� ������� � ������ ���������� 6��� �����������* ����������� ��������
��� �� ��D��� ����� ��� �������� ������� ���� ��C������/ �� ����� ����� ���� �� N��
�������' �� ��������* ���� �� ��� ������� �������� �� ������� ���� ���� ��� �����/
���/��� ������ 3������5* ����������/ �������� ���� ����� �� �������� ��� �������
������' ���� �C��� ��������� 6��� ��� ����� �� �������� ����� �6�/ ��� ������'

�� � �/����� ���� �������� �� 7## µ� ��� �������� ����� � �� #'7 µ�L����* �
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���� &'":� 4�������� (., ��������� �� ��� �����<������� ������ ��������� ��
��� �6 ����� ��� �� ��� ������>����� ��������� ��� ��������� �� ��� ��������%
���� �������� ��� ������� ��<��� ���� ����������' 4���������� ��� ����� ��� �
"## µ� ���� 6��� R = 250 µ� ��� �� ��%������ ���� ��>� �� 7## µ�'

������ ���� �������/ �� &# µ�L� ������ �� ���� �����������/ ������'
��� ������ ��� ��� ��<��� �������� ����� ���� ����� �� ����� �� ��� �����6���
��������������� �� ��� ������ ���H��� ��� �� ��������/ ��������� �/ 3&'7$5* ������
����� ����6 ������ �����<������� �� ��� ������� ���H�� 3��6�� ε5 ����� ��� ����%
�� ������ ����� �� ��6��' �� ��� �6 �������� ��� �C��� �� ���� ��������� ��� ��
���������� �/ ��������� ��� ������ ������ ���� 6��� ��C����� ��<��� ����
���������� ��� �������� ��� ����%����%�I��� 3���5 ��������� ���6��� ��� ���%
���� �����<������� ��� ��� ������� ���� ���H��' ���� �� ���������� �� H��� &'":
��� � ��������� ���� ����� 6��� ����� �� ������� R K "=# µ� ��� ���� ��������
Φ K "## µ�' ��� ��������� ���6��� ��� ����� ��������� ���� ����� ��� ��� �6
�����<������� ��������� �����������/ �� ������ ���� ������ ��� ����6��' 1����
������ 6��� ������� �������� ������'
 ������ ������������� ����� ��� �������� ��������� �� ����� ����� �������� ����
������� �� ��� ���� �������/ �� ��������� 36���� ����� ����� ���������� ������
��������5* ��6�� ����� 6��� �� H��� ���� ��� �������� �� � ������ ������ ����%
���� ��� ��� ������� ������ ������� 6��� ���6 ���������� ��������� ���� ��� �����
���H�� �� �� H��� &'""' ��� �C��� �� �������� ���� ��������� �� ��� �������� ����
����� ��� �� ��������� ���������/* ����� �� ��� �������/ �� ��� ������� �����/
�� �� � ������%���� ����� ����' ��� �����/ 6�� ������� �� � ��������/ ������� ����
6��� �������� φ* �������� ���� 6���� ��� � ���������� ����� d' ��� ��������� ��
��� ������� ���� 6��� ��������� ����� �� ��� ������ ��������* ������ �������/
��� ���� ���I���/' �� H��� &'": ��� ������ �� ����� ����������� ��� ���6� ���
��� ���� ���� �� ��������� �����' @�� ���� ����* ��� ��� ������ ������� 6�� �����
���� ������ �� ����� �� ������ ��� ������� ������' �� 6��� ����� �� ���� ��������
�� ��� J��������%���� �����J �� ��� H���' �� ������/ ������� ���� ��� �����<���%
���� ����� �� 6����� 6��� ������ ������ ����� 7=# µ�L� ��� �������* �������/ ��
6��� ��� �6 ����� ��������'  ������ � ������ ����� ��� ��� ������%���� �����/
6�� ���* ���� �������� 6�� I����������/ �������� �� �� �<���������' ��� ����
����� ���� ��� ��������� ����� �� ���� ��/��� � ������� ��<��� �����* ������
���������� ��� ������ ���������� �� ������ � ���� ������� �����<������� ���� ���
���� ����� ��/ ����' ,������/ ��������* ��� ������ ������ ����� ����� �� ���/
����� ��� ��� ��������� ���� ��� ��� ����/ ����� ���� ��� ��� ����������� ����� ��
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��������'

 � ��������� ����� �� �������� ��������� 6�� ��������� �� ������>� �<��������
3&'7&5' �� �� �������������� 6� ����� n = 2 �� �� ���� ���� ��� ��������� ����%
��>�� ��� ��� 3���� ���� �I���5 ��������� ���6��� ��� ������� ���� ����� ��� ���
��������� �����<�������' ,������� ��������� 6�� ��������� ����� �� �� ������� ��
H����� � ������ ������ ��� ��� �� �����/ �����������' �� ������ 6��� � ����� ���
�� ������� ��� ��������� ε ��� 3&'7&5 6���� ��� �������� 6�� �������� �/ � ��������
�� ����� �� ������ ������ ����� ��� ������� �����%�������' �� � ��<� ���� � ��6
������� �� �������� 6���� ����������� �� ��� ������ ���* �� � ������� ����� ��
�������/ �������� ������� ���� �������/ −��� ����� �������/− ������� ����������
���L�� ���������'  ��6 εJ �� ��������� ��� ���� ����H�� ��� ��� �������� 6���
��� ������ ����' 
�� εJYε ��� �������� ������� �� �������� 6���� �� ��� ���� εJ\ε
���������� ���/ ����� 6��� � ������� ����������/' ���� ����������/ ��������� 6���
����* ��������/ ����������� ��� ������>����� �������'  ������ ��� ��� ��������
��� ������� ����� �� �������* ��� ��������� ��� �����/ ������ ���� �/ ���������
���������� ���L�� ��������� ������ ��� ����� �����' �� ���� ���� ��� ��������� 6���
�� ����� � ���� !�� ������ ��� ����� �� ��� ������ ��� ��6�/� �� �������� �/ ���/
� ������ ��!������ �� ��� �� ��� ����������' �� ����� �� ����� ���� ��� �������
���� �� ��� ������� �� ��������� ������� ���/ ��� ��� �������� ������ ������I�'
�� ������� �� ��� �� ��/ ��������/ �����������/ �/������� ���� �������� ���������*
���������� ��� ������ ���H���'

 � �<����� �� � ������� �����<������ �/ �� ������ ��� �� ����� �� H���
&'"G� � ������� ������� 6��� ��� ��� ����� = µ� ����6 ��� ���/��������� ������'
 � ������� �� 7## µ� 6�� ��� ��� 78 ������� 6��� ������ �� ������ ��� ���
�������' ��� ����� 6�� �������� �� "# ->* ������ �6�/ � ��/�� �� G# �� ���
����' ��� ���� ��I���� �� ������ ��� ���� 6�� �������/ ���� ���� $ ������'
��� ������� $� ������ ��� �����%������� ��� �������� 6��� �������� ���������/'
1���������� �� ��� ���H�� �������� � 6��� ����� �� 8'=◦* ���/ ����� �� ��� ������
���� �� 7#◦'  $� ���������� �� ��� ������� ����� �� ��� ��������%���� �����
�� ������� ��� ����������'

 � Y (r) �� �����<������ �/ �������� �� ������� ��� ����� ��� ������ ������/ pα(αr) =
αp(r) 6��� pα(r) ��� ������ ���H�� ��� � ���� ��>� �� αφ ��� � ���� �������� ��
αD* ���� ����������/ �� ���� ����� ��� ��� H��� ���� �����' 
�� � ��������� �����<
���� ����� ��� �<�����* ���� ����� ���� ��� ������ ��� ��� � ����� �� �������
R ��� �������� Φ ��� ���� �� ��� ��� � ���� 6��� �������� αΦ ��� ������� αR
�/ ������/��� ��� ������ ��������� �/ α'

)
����
���� �����
���

�� ��� ���������� ����/��� � ����� �� ����� ������� I�������� 6��� ������ �� ��
6���%���6� ��� 6���%������������' �� ���� ��������� 6� 6��� ������ ��� ��N���� ��
���� ���������� �� ��� �������� ���� �����' ��� ������ �� ����� �� � ������ ���
�������� �/ ��� ������>����� ���������* ������ � ������� ������� �� 7## µ� ���
� ������� ���� ���� �� G# ��L���� ���� ������' ��� ����� �� ���� ��������� ��∑
yi(r)' �� ���� �������� ����� ���� ��� �������* ��� ���� ���� ��� ������� ��>�
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���� &'"G� .������ 3�5 ��� ��������� 3�5 $� ����� �� � ����� �������' ���
���� ������� ����� ����� �������� �� ����� �� 3�5 ��� ��� ������� �����%�������
�� 3�5' 4����� �������/ ��� �������� ������ 6��� &#%7=# µ�L� ��� "=%7=# µ�
�����������/'  ���� ����������� ��� ���� 6�� ������ �����<������/ 77 µ� ������ ��
��� ������ �� ������ ������� ������ I����/'

7G$
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���� &'";� ��N���� �� ���� ���� ��������� 3�5 ��� ���� ���� ��>� 3�5 �� �������
���� �����'

���� ��� �/ ��� ���� ������ 6����� � ����� �����' ��� ����/��� �� ��������� ��
����� ��������� ������ 3Rnom K 7=#* &## ��� ;## µ�5* ��� 6��� � �������� �� "## µ�'
��� ������ �������/ ����� 6�� ������� �� ����� ���6��� =# ��� "=# µ�L�'

•  ������ ���� N���� 3���� ����5

,�������� � ����� N���� �� ����/ ������������ �/ ���� � �������� ���������
���������� �� ��� �� ���� I���> ������ ������ 6���� ��� ���� ������' (�������
�� ��� ������ ������� ��� �������� ����� �� ��� ���� ��� �� �� 
������ ��N��%
�����* ��� ��6�� �� ��� ����������� ���� ��� �� ����������'  ������ ����� ��
�� �������� ������������ ���6��� �������� ����� ��� ����������� ��6��* ��%
�������� ������������ 3��������5 ��� ������� ����������� ����� ��� ������/ �� ����
������������ �������' 2�<� �� ���������� �����* ������� �� ��� ������� ��� ����
��N���� ��� ��N������ �������� �� ��� -(�	 �������' �� �� ��������� �����������
�� ������� 6��� ������� �� ��� ����������� ���� ���H�� 6��� ��� ������� N����
���/ �����<������/ �I��� ��� ������� ���� ��� 6���� ��� ������ �����������
6��� ���������' ��� �������� ���� ���H��� ��� H���� �� ��������� ������ �� ���%
��/ ��� ������ �� ����� �� ������� ��� �� ������ ��� (., ������ ���������'
���� ����� �� ���� �� ��� ���������/ �� ��� ���������� ���� 3H��� &'";5' 
��� �����
��������� ������ 6� ��� ������� ���� � ��������� �� ±" �� 3$ O5 �� ���� ����
����������� �� � ��������� �� ������� ����� �� 	:O ��� Rnom = 800 µ� ���
<$ O ��� Rnom = 150 µ�'

•  ������ ��>�

 � 6��� �� �<������� �� ��� �����6��� ��������* ��� �/����� ����������� ��������
��� ������ �� ����� �� ���������� �� ��� ������� ��� � ������ ���� ���� ��������'
)����� ����� �������� �� ��� ������* ���� ���� �������� �� ��� �� ��� ������� ���� �/
�������� � ������� ���� ������� ��� �������H������' ����H������ �� ��� ����
��>� �� ������������ �/ ����� ���������� ��� ��� ������ �� ��� ��������������

�	C��� 5���������
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���� &'"8� .������ ���� N���� ���������� �� ��� ������ ����� 3�5' ���� ����
N�������� �� �� N���� ���������� 3�5'

�/���� 3����� �����H������ �� ��� ������ �� =#× ��� � ���� �������H������ ��
=×5' 1������/* ����� ���������� �� ���� ��>� 3Y7%" µ�5 ��� ��D��� �� ������'
�� H��� &'";� ��� ��N���� �� ����� ������� ��>� ���������� �� ��� ���� ������
�� ��������'  ��������� �� ±7 µ� �� ��� ���� ��>� ����������� �� � ��������� ��
����� �� ������� < 5% ��� Rnom = 800 µ� ��� < 3% ��� Rnom = 150 µ�'

• ����%��%���� N���� ��������/

��� ���������� �� ���� �����/ �������� ����� ��� �������� �� ���/ ���6�/ ���/���
�� ���� ������ ��� ������ ���� ��� ����������� ���� ��� � ������ ����' 1����
���������� ��� ���� ����� �� � ��� ������� ���� ������ N�������� �� ��� ����
�����/ �������� �� ��� �<����� ����� ���������'  �/����� ���������� �� ��� ����
N���� �� ��� ������ ����� �� ������/�� �� H��� &'"8' ��� ����� ��������� ���
������ ������� ���� ��� ��������� ����� �� �����' �<�������� ��� ����I���
��������� �� �������� ����� ������� ���6����� �� ��� ��������J� �������� ��������'
�� ��� H��� 6� ����� � ����� �� ��� ������� �������� ����� ����� ���� N����
��� ���/��������� �� 78$ ��' 
�� � ����� ������� ���� N����* ��� ����� ����� ��
��� ���� 6��� ��������� ��� N������� �� ���� ����� ��� ��/ N���� ���������' �'�'
�� � N���� �� 7## �QL��2* ��� ������� �������� ���� �� GG ��L����' ����������
�� = ��� 7# O �� N���� 6��� ���� ��� ���� ����� �� ���/ �����������/ $ ��� : O'

'�+�' ��#��
���	�� ����
��	
�� �� �#���
��� ������

)
����
���� ��$%�

��� ���%� ��� ���� ����������� �������� �� ��  �
 ����� 30������ ����.����� ;&;5*
�������� 6��� ���� �������� �I������ ��� �������������� 31���� .����������5
�� �������� �� H��� &'$#' ��� ������ �� �� �� � N�6 ������� ������ �� ��� ��
��� ����������� �����' ��� ������� ������� �� ����6 7## ���� ������ ��� �������'
 ����� N�6 �� ����� ����� ��� ������ ������� ��� �������� ���� �� ���/ ������

7G=
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���� &'$#� �<����� ����� �������� ���%� ��� ��������� �����������'

����������� ��� ��%6����6* 6���� ��/ ���� �� ������ �/ ����� �������' ��� ��6
������� ������� ������ ������ ���������� ����� ��� ������� ���� �����������/
R"&S' �� ����� �� ������ � ���������� ���� �� ��� ����� ����* � " µ� ����� H�� ��
)4)�� �� � ,� �������� �� ������� 6��� ������� �����'  �������* ����������
���� �� ��� ���� �� �������� 6��� ��� H�� �� ������ �6�/ �����������/ ���� ���
������ ������� ���� ����� ��� ����%������ H�� �� �����/ ������'

 ����� �� ��������/ ����������� ��� ���� I����/ ���������� ���/���� ��� ��
��� ��� ����������� ������������ ���/���������* ���/����� 3F�����5* �.. ���
���' ����� ���/���� 6��� ������ �� ����� ���������/ ��� ������������ 6��� �<%
����� ������ 3H��� &'$75' �.. 6�� ���� �� ���6 ��������� �C���� R"=S� ����%
���� ���/ ������ ����� � ��6 ����� �� ��6 N�����* ������� ���� ��� ������� �����
�� ��� ���������/ ���������� �/ ��� ���� ����' �� �������� ��� ��������
������ ����� ������ ����' ��� �������� � ��������� ������ �� ��� �����/ ���%
��� R":S 6���� ����� �� �������� ��� ������' ���/����� 3F�����5 ������� � ���
�� ������ ����� �������� ��� ��� /����6 ����� ����� �� ���� ���������� ��� �������
�������' ���/��������� ���� ��� ���6 ��/ ���������* ���� �� N����� ����� ��
��� ���������' ��� ������� ������ �� ���/ N�� ��� ������� ����%���� ��������
��������� ���� ��� ��� ������ �������� ���������� ����� ����6 #'= O �� ��� ��%
����� ����� ��� ������ �������� 6��� ��  �
 �����' ,���� �� ��������>�� �� ���������
�� �� ���%�* �� �� �� �� �<������ ���� ���� ���� ��������� �����������/ ��� ����%
���� ��������' 2�<� �� ��� �������� I������� ��� ��6 6���� ����������* ��� �������
3������ ��>�* ���� ������������* �������� ������� ���� $:# �� 7:## ��5 ��� �������
���������� 3�����/ � ���� ���� 6������ ���������� �� 77=%7$#◦45 �� ���/������%

�
G��2�0(#�
� G������� ��3 (������
�� (K(4E,��� �� � ����0"�	��# 	���� ���� ��� ����
��	��� 8	�� G(G ��� ��� �""
�������� �� ���	��
���	������
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���� &'$7�  ������� ����� �� ���������� ���/����� �������� �� �� "# ����� ��
&G �QL��2 6��� ��  �
 �����'

��� ���� �� � ���/ ������� ��������� �� �������� �������� ��� �����������' ���
���/��������� ������� ��� H��� 6��� � ��������� �� =## µ� ��� 6��� ��������� �/
	��������6 ���'
���  �
 6��������� 6�� ��������� ����� F�
 �� ��� ���������� �� �4 �� ������
�� 78$ �� ���� �� "&; �� ��� ������ ���������� ����� ������ ����� ������� ���
����'

-����%� �� �
��%�
����

����� ��� ������I� ��������� �� &':'$ 6� ��������� ������ ���� ��� ��������� ������
6��� ��C����� ����� �������' �� ���� ���� ��� ������� ���� ����� ��� �� ��H��� ��

Y (r) = −
(
offset+R−

√
R2 − r2

)
3&'7=5

�� 6���� ��� ����%���� ������/ ��������� ���� ������ 6��� �� ����� ����6 ��� ������
������ ��� offset �I��� ��� ����� �� ��� ���� ������' 
�� ����/R ��� ������>�����
�������� �� ���������� "# ����� ��� ��� ���� �����<������� 3������ ε5 �� ��������
��� �����������'
����� &'= ������>�� ��� ���� ������ ��� "## µ� �������� ������ 6��� R ���6���
7"= ��� 7=## µ�* �� �� ���������� 6��� �� ������� �� 7## µ�' ��� ������>�����
�������� �� �6� ������ H��� ��� ������ �������/ �� ���� H<�� �� 7## µ�L� 6����
��� ��������� ��� ������>��' �� � ������ ����� ���� ���������� ��� ����6�� ��
���/' ���� ���� ��� �������� ���������� �� ��� �������� ��������� �������� ��
������ �����������/ ��6�� ���� �� ��� H��� ���� ��� ��� ������ ��� �� H��%����'

7GG
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(target Rµ�S ��� Rµ�S X ������� ���������1 Rµ�S
7"= =# $G #'7"8
7=# $; $# #'7$#
7G= $7 "= #'7$7
"## "G "" #'7"#
"=# "7 "# #'77;
$## 7G 78 #'#8:
&## 7$ 7= #'77#
:## ; 7$ #'77$
;## : 7" #'7#=
7### = 7# #'7#7
7=## $ 8 #'7#7

1(�� ����� ��������� ��������� �� ��� �6 �����'

����� &'=� 4�������� ���� ��������������� ��� � υ ����� �� &#%7=# µ�L�* f = 20 ->*
φ = 100 µ� ��� d = 0.07 µ�' ��� ���� �������� ��� �C��� ��� �����������/ "## µ�
��� = µ�'

���� �������� ������� ���/ ���������� ������ �� ��������* 6��� �/����� ����������
����� �� ��� ����� �� � ��6 ������ ��� ���������'

?�����$������� �" �&� ���������

��� ��������� ���� 6��� ��� ��� ������ ������ �� ���/��������� 6��� � �����
 �
 �<����� ����� ��������� �� 78$ ��'  ������ ��� ������>����� �������� 6��
����� �� � ����� �� ������ ���������� ���6��� &# ��� 7=# µ�L�* ���� ����� ��� ��
������ ��������� �� ��� ��� �������� ����� ��� ���� ��� ������� ���� ���I���/'
���� �� ���/ ���� �� ���/ ��� ������>����� ����� �� �� ��������� �� ��������� �
���� �� ��/ ����� N����'

����� ������� �<��������� ����/ ������ 6�� ������� �� ��� ���� ������ ��������'
��� ����� 6�� � ���� 6��� � ����� ������� �� ����� �������� ��������� ��<� �� ����
�����* �����/ �� �� ��� ���� �� �� ���������� ������' 
�� ���� ������ 6� ���� ���%
��� �� ����� ����/ ������ �� � ������ �������� ����� ��� ���� ������' �� ��������
����/ ������ �� ������� �6� ����� �/ ��� ����� �� �6��� ��� ���������� ������
�����' ���� �������� ������ �� ��������/ ������� �� ��� �C���� �� N���� N�%
������� �� �� ����������� ����� ���������' 
�� ������/ �������* �������� �����
����� ��������� �� ��� ��<� 6��� ��6�/� ����� �� ��� ������%������ ������ 3�����%
��� ��� ������ �� H��� &'":5'
��� ��������� ������� 6��� ������� �������� 6��� ��� ������� �������� ��� ����%
���/ ���������� ��� ������ ��>�' ���� ��I���� 6�� ��������� ����� ��� �������
����� ��� H��� ���� ������ ������ �� �� �������� �� �<�����������/ ����H��'

��� ����������� ������� �� ��������� �� �6� ������� �� � H��� ����� ��� ������
������ �� ������� ��� ��� �������� ������ ������ ����� �� ��� ������ ������
���� �� ��������� �� ��� ������� ���������' ��� ����� �� � ������ 6��� � ��� ��

7G;



&':' 0���� �������� �� �����������/ �/������� �����������


���� &'$"� .�������� 6��� R = 800 µ� �� ���/���������� ������ ����� ��������
������ �������� 3�5 ��� ����� ����� ��������� 3�5'

������ ��� 6��� � ��<��� �� 6���� ��� ��������� ����� ��� �� ������������' �� �
������ ����� ������� H���� �� ��� ���� ������ �� �������� �/ �������� �� ��� ������
���� ���� 6��� � ����� ���� �������' ����� ���� ������� ��� ������ �� ���������
6��� � ����� �������� 3�/������/ "# �� $# µ�5' �� ���� 6�/ � ������� ������� ��
���� 375 �� H��� &'""� �� ������� �� ��� �� ��� ���� 6��� ��� N�� ������� ���� �� �����
�I����� ��� ���� ����' ����� �������� �C���� ��� ��������' 
�����/* ������ �� �!�����
���� ��� ������* ������ �� ����� ��� ���� ���� ��� ��������� ���� ��� ������� >���'
,������/* �� ��������/ ������/ ���/��� ������� ������ ������ ���� N�� �����* ���
������ �������/ ������� ��������' ��� �������� �� � ������� ��������� �� ���
������������� ������� �� �������� �� �� ����������� ��� ����' ������/* �� ����� ���
������ ��������� � ��/�� �� ���/��������� �� ��/������/ �������* �� �� ���������
���� ��� ����� ����� ���� �� �� ���������� �� �������� �� ����� ��� �� ������
��� ���� �����' ,���� �� ���%� ����� � ���� ��������>��* ��� ��������� �� ���
��������� ���� ������ ���� ��� ����� N���� �� ��������/ �������� ���� ��� ����
����'
����� ���� ������� 6� ��� � ����� N���� �� 7&# �QL��2* ������ �6�/ � ��/�� ��
�����<������/ 7; µ� 3"## �����5' �� ��� ���� �<�����������/ �������� ���� ��6��
����� ����� ����� ��� �������� ���� ������� �� ��� ���� ������' 
���� &'$" ����������
��� �C��� �� ���� J����� ��������J ��������� � ������ ������ ����� �� ��� ���/���
������ ��� �������� �/ ����� 6���� �� ������������ ����� ��������� ��� ������'
������ �� ��������� ����� �� ��� ������ ����'

;%�"
�� �&
�
�����#
���� �" �&� ����

,��� ������ ���� ���� ������� 6��� ��� �/�� ���H������� ��� ��� �� ��� ������
�� �������� �� H��� &'$$' 4����%�������� �� ����� ������� ��� �� H� �� � ���������

7G8



4������ &' 0���� �������� �� ������� ���������� �����������


���� &'$$� �/�� ���������� �� � ������%������� ���� 6��� R = 600 µ�'

����� �� ��� �� ���� �� ��� ���������/ �� ��� ������ 3H��� &'$&5' 2�� ��� ���� ��%
����� ���� �� ������� 6��� ��� ���H������� �� �� ��������� ������ ��������
��� ��� ������� �������� ������� �� ��� �/�� ��!������' 
�� �������� ����� ��
R 3���6��� "=# ��� $## µ�5* ���/ ��� ������� ���� 6�� ������� �� ��� ���H�������M
��� ���6�� ������ ��� ������ ���� ���� ��� ���� ������� ���������/'  � ��� �� ����
���� ��� ������* ��� ��������� H�� ��� ��� �/�� ����������� �����/ �������� ���
��� ������ �<���� ��� ��� ������ ������' 1� ��� ������� ����� �� ���/ $ O ���������
���6��� ��� ������ ��� ������� R' 2��� ���� ��� ��������� �������� ��� �����
������ ��� ���� �� ��������� �� ���D����� ������� �� ��� ��N����� �����' 
�����/
��� ������ �������� 6�� ���������� 6����� � ������ �� =#×=# µ�2 ��� �6� ���%
����������� ������ �� ������' ��� ������ ��� ����� �� H��� &'$=' 
�� ������ 6��� �
����� ������ \ 7 �� 3
%����� \ =5 ��� ��� ������ �������� ������� 6��� ����6
&# ��'

A����
� �&
�
�����#
���� �" �&� ����

����� &': ������>�� ��� ���� ���������� �� ��� ������� ������* �������� ��� �����
������� 3
05 ��� ����������� ����� ��� ��� ��C����� ������' ��� ����� ������� ��
��� ���6 ������ 6��� ������� 6��� ��� �������������� ���� � ������ ���� �� ���
���� ������ ���� ����� 6��� �����������'  � ������� ���������� 6�� �����/��
�� ��������� ��� ����� ���� �������� �� ��� ���� ������ ���� ����������� 6��� �
6���� ���������� ����' 2��� ���� 
0 �� ��H��� ���� �� ��� �������� ���6��� ���
���� ��� ��� ��� ����� 6���� ��� 6���� ����� �� ��/� ��� ��� �������� ��������
3������ �� ����� ��������5' 	���� ����� ����� �������* � ���������� ��/����� ����
3 , �* )�����5 6�� ��� ��� ����%���������� �� ��� �C������ ����� �� �������
3Rcalc5'

�<������� ��������� ���6��� ������ ��� ��������� R ����� ��� �� �������� ���
Rtarget > 250 µ�* ������� ��� ������/ �� ��� ����������� ������� 6����� ��� �����
����� �� ����� ������' 
�� ��� ������� ������ ��� ��������� R ��� �� ������%
�����/ ������ ���� ��� ������ ����'  ������ ��������� ��� �� �������� ����

7;#



&':' 0���� �������� �� �����������/ �/������� �����������


���� &'$&� 0��� ���H��� 6��� ����� ������������� ��������� H��' 0����� ��� ����
�� �� �������� ���� �� =8 ��L����* "# -> ���� ���������� ���� ��� � 7## µ� ����
�������'

7;7



4������ &' 0���� �������� �� ������� ���������� �����������


���� &'$=� ,����� �������� �� ��� ������ ����� ����� ������'

Rtarget Rµ�S 
01 RµmS Rcalc 
%�����1 ���' ����2

7"= 7=7±7& 7=& #'; #:� #$�
7=# 7;8±7$ 7:G 7'# #&� $=�
7G= "&&±: 7;8 7'$ #$� ==�
"## $#8±: "7; 7'G #$� 78�
"=# $88±8 ":$ "'7 #"� &&�
$## &;#±8 $#= "': #"� $G�
&## :::±77 &#G $': #7� =G�
:## 7###±7& =8= ='& #7� $;�
;## 7$$$±$; G;: G'" #7� "&�
7### 7G7G±=$ 7##G 8'$ #7� 7$�
7=## "=;#±== 7=#G 7$'8 ##� =8�

1����� �������� ���� ������ ���� 6��� & ��C����� ����� N����
������ 3:"* 7#7* 7$& ��� 7GG �QL��25* �����������/ �������� =8*
G;* ;8 ��� 7#$ ��L����'
2.������ ��� � N���� K 7GG �QL��2* f = 20 ->'

����� &':� .�������� ����������� ����������'

7;"



&':' 0���� �������� �� �����������/ �/������� �����������


���� &'$:� ���������� �� ��� ���� ������ ��� R = 125 µ�* ���6��� ��� ������
������ ������� ��� ��� ������� ��� ���� 3�5' ,�. ����� �� ������� ������� ����
3"## µ� ��������5* ���������� ���� ������/ ��� �������� ������� �� ��� ���� ���
3�5'


L" �� 
L#';* ���������� ���� ����� ���� 
%������ ����� �� ���� �����������
��� ��� �������� ������ ������I�' )/ ��������* ������� ���H������/ �� ��� ����
6��� Rtarget = 125 µ� �������� � ����� �� ������� ���� �����/ ������� ��� ���%
��� ����� ���� ����������/ ��� ������ ���� ���� �<���� �� ��� ��� 36���� �������
6�� ��������5' ����������� ��� �<��� ���� �� ��� ��������� ��� R ��I���� ����
�<������� ������ ���H������/ ��� 6��� �� ���� �� ���� ��������'

��� ������ 6��� ������/ ��������� 6��� �� ������� ����������'  �� ������ ��� �
������ ������ �<���� ��� ������� ���� 6��� � Rtarget = 125 µ�' �� ������� ��
�������� ������� �� ��� ��� ��� ��� ������� �� �����* �������/ �������� �������
���6��� ��� ������ ��� ��� ��� 3H��� &'$:5'  ������ ��� �<��� ����� �� ����
������������ �� ��� �������/ ����� �� �* �� �� �<������ ���� ��� ������������� �� ���
���� ��� ��� ����� �/ �������� �� ��� ���� �� ��� ���� ���� �� � ����� ������'  
,�. ����� �� H��� &'$:� �� ������� ���� ����� �� �D�� ���� �����������'
��� ������� ��� �����/ �� �� ���� ��N������ �� ��� ������ 6���� ������ ��� ����
���� ����� ����� ��������'  � ��� ������ ������� �������� 6��� ��� ���� �� ������
������ ���� ��� ������* ��� ��N������ 6��� �������� �����������/' 
�� ������ Rtarget
��� 6��� ����� �� ��� ����� ��/ ���� ��� ��N������ ��� ����� ���� ��6���� ��� ����
������'

�� ����� �� ����������>� ��� ������ ��������/ 6� ��� .���%B������ �������������/
��� 6�������� ���������� ���������� ��� ,�. ��� ����/��� �� ��� ������ ���H��'
 � ��� ��������� �� ����� �� � ���/��� H��* ��� ������� 6�������� �����������
������ ��� ��� ����������< ���� 6��� ��� N�� ���/��������� ��������� �� ��� ����
��� ��� ����� ��������� ������ �� ��� �����' ��� 6�������� 6�� �������� �� ���
�<�� ���� �� ��� ���� ��� � ��������� �������� 6�������� ���� ��� N�� ��������� ����'

�� � J�������J ���� ���� 6�������� 6��� �� � ����� 6��� �� ��� �������� 6��������
���������� ���� ��� ����� ����� �� ��� �����%�����< ����'

 �� ����������� ���� ���� ������� �� ��� ������� 8# O �� ��� ���� 3�������� ��

7;$



4������ &' 0���� �������� �� ������� ���������� �����������


���� &'$G� .������* ��������� ��� ����<��� ����� �������' ����� ��� ��������
���� ��� ���� �����'

78# µ�5 �� ���� ����6�� � ���� ����<�� ��������� �� ��� �������������� 6��� ���
���������'  ���� ��� ���������� ��� 6�������� �� H���� �� � B������ ���/���
−7#th ������ �� ����� � �D����� H�− �� ����� �� I�����/ ��� 6�������� ������%
����� ∆Ψ 6��� ������� �� � ����� 6���' 1�� �� ��� ���� ��������� ����� �� �����
�����������* ��� ����%����%�I��� �� ��� 6�������� ����������* �� ��� ��������
���� �������'  � ��� �������������� ��� � �����%���� ����� 6��� λ = 632.8 ��* ���
���������� ����� ��� �<������� �� ���� 6���������'

)����� ������>��� ��� ���� ������ �� ��� .B ��������������� ����������� 6�
6��� ���� �� �������>� ���� � ����� �� ������������� ����� ���� ��N���� ��� ����
I����/ ��� ��� ��� ���������� �����������' ����� ��� ������/ �� ��� �����%
������ ����� 3��������5* H���� ��������� ��� ���������� �� �� ��������� �C����*
����%��%���� N���� ���������� �������� �� ����� ���� ����� ������* ������%!�����
���6��� ��� ����� �������� ��� ��� ����� H���� 6���� ����� �� ���%�I��������
����� �� ��� ������ ��� ���%��������/ �� ��� ����' ����� ����� ���� � ������%
���� ������ �� ��� ���������� ���������� ������'
��� ������ �� ��� ����������� ��� ������>�� ����6 ��� ��� ��� ��������� ��
���� ��������� ���������� �� �������� ������ ��������' ��� �<��������� ����
���� ������� �� ������ ������� ��� ���� �������� �����'  �� ������ ��� � ��������
�� "## µ�* � ��>� 6���� �� ���������� 6��� �������� ������� �� "=# µ� �� �4,�0 ��
0�� ����/� ��� ������� �������' ��� ���� ������� 6�� ������ 7## µ�* �������
���� �����������' �/����� ���������� ������ �� ������� �/ ��� .B �����������%
��� ��� ����� �� H��� &'$;' �� ��� ���� 3
0K7'$$ ��* 
LXKG5* ��� ����������� ���
���/ ��6 ��� ��� ���� ��� �� ���������� ��C�������%������� ��������� �� .��A����'
��� ���� 6��� ��� ����� 
0K#'":& �� 3
LXK7'$85 ������� ��� ������ ����%
������� ��� ���� ��� ��H�� ��� .��A���� �� (�/����� ��������� ��/����' 
���
��� 6�������� ����������� ��� .�
 ��� �� ������� ��� ��� �����%������ �������
3
����� ���������5' 
�� ���� ������ ��� ��������� �������� ������� ��� ����
����� �� H��� &'$;'

	���� ������


���� &'$8 ���������� ��� ������� ��� 6�������� ����������� ��� ��� ����������%

7;&



&':' 0���� �������� �� �����������/ �/������� �����������


���� &'$;� �/����� ����� ����������� �� � 6�������� ��� ������������� .�
*
������� ����� ����� ��� ���� ��� �� �������� ��������� 6�������� ������ ���� ���
����� �����' 3�5 
0 K #'":& �� ��� 3�5 
0 K 7'$"8 ��' ��C�������%�������
����������� ��������� �� ��� .��A���� ��������� �� �������� ��� ��� 6��������
���������� σ∆ψ < 0.07λ'

7;=



4������ &' 0���� �������� �� ������� ���������� �����������


���� &'$8� (�� ����� �� 6�������� ����������� ∆Ψ �� ��� ������� ������ 3�5 ���
����� ������������� ������ ������ 3�5 ��� ��C����� ����� �������' ��� �����������
���� ���� ������� 6����� ��� ������� �������� K 78# µ� ��� ��� ������ 3����� ����
�������� K "## µ�5' ��� ������������� ����� ������ ��� �� �������� ���� �����
&':'

��� ������ ������ �� ��� ������� ����������� �������� ���� ������� ���� �����' ���/
��� �������� �� ����� ��������� �/  , � ��� ��������/ ������ ��������� ������'
-��� ������ ������ ��� �������� ��� ���6 ������ ��� ���� ����� � �� #'8$ ���%
���������� �� ��� ����������� ����6 #'#= λ* ��� ������� ��� ��� ���� ���� ��
=8 ��L����'
 ���/��� �� ��� 6�������� ����������� �� ���� �� ��� ���� ������ ��������� ���� ���
������� ��������� �� ��� ��� �� ��� ����� 6��� ������� �� ��� ������� ���� ����' 1��
�����/ ���� ��� ���� ���������� �� ��� ��������� ������� ���� �������/ ������� ����
���� �� ��� ������� ��� ���� �� ��� N�� ������' ����� ����������� ���� �� ������
�/ �����������/ ����������� �� ��!���� ���� �����* ���������� ��� ���%����������
�������� ����� ���������'

.��� ����

������ ��� ����� N���� ���������� ����� 3:#%7;# �QL��2* ������� �/ ��� �����%
���� ����� ��� � �������H������ �� =×5 6� 6��� ���� �� ������ ���� ����� ���6���
=8 ��� 7#$ ��L����'

�� H��� &'&# ��� ������ ��� ������>��* �������� ���� ��� ������ ��� ������ 6���
����� ������ �� 
L='# �� ������ �����������/' ��� ������ ���6� ���� ��� ������%

7;:



&':' 0���� �������� �� �����������/ �/������� �����������


���� &'&#� (�� 6�������� ����������� ��� ��C����� ���� ����� �������� ���� ���
������ 3�5 ��� ������ 6��� 
%������ �� 
L='# �� ������ 3�5' 2��� ��� ���� ������
�� �� ����� ����������� ������� �� ��� ���� ������ �� ����� 3�5'

����� 3��� ����� ������5 ���� �� �������� �� ��� ���� ���� �� ��������' ���� ��� ��
���������/ ��������� �� ������ 6��� ���� 
%������ ���� ������ �������� �� �� ��%
�����' ��� ������>����� ��������� 6��� ��� �����/ ������ � ����� ����� �� �������
6��� ���� ������������� ���� ����������' ���� ������ ���� ����� ����� ���������� 6���
�������� ���� ����* �������� �� ������ ������ �������� �� ��������/ ���������
�� H��� &'":'  ������ �C��� �� ���� ����/ ��������� ���� ��� � ������ ������
�� ��� ������� ���� ����� �� ���� �������� �� ����� ������� ��� ����' 
�����
���������� ��� ����� ����������� ������ ������ ���� �������� ��� ���� 6��� ��������
��� ������ �� ��� �����������'

/��
� ���#�����

���� ��������� �� ����������/ ����������� ����� �� ��������� ����������� ���� !�� ����
��� ���� ����* �� ��6 ��� ����� ���6��� ��������� ����� ������� ��������' ���
���� ���I���/ ���� ��� �C��� ��� ������ I����/ ���������/ 3H��� &'&75' 
�� ���
����� �� ������ 6��� 
%������ ����� 
L='#* ��� ��� ����������� ��� �� ��� �����
�� #'#=λ 6��� ���/ ��6 ������' 2��� ���� 6����� ��� ������� ���� ���I���/ �����*
�� ������ �� ���� ���� ��� �� �������� �� ���������� 6��� ��������/ ��������
������ ��� ���/����� ��� �.. R"GS'

!������� �����

�� ����� �� ����� ��� ��N���� �� ���� ��������� 6� ��������� ������ ���� ���

7;G



4������ &' 0���� �������� �� ������� ���������� �����������


���� &'&7� (�� 6�������� ����������� ��� ��C����� ���� �����* �������� ���� ���
������'


���� &'&"� (., 6�������� ����������� ��� ��C����� ������ �������/ ������'

������ 3Rtarget = 250 µ�5 6��� ������%������ ������ 6����� ��� �����6��� �������
7#%=#* =#%7##* 7##%"##* "##%=## µ�L�' ��� �������� ������ ��� �������� ����
& ��������� ������ ���������� ���� ��������� ���������� 3H��� &'&"5'

4������/ �� ��� ���� 6���� ��� ���� ���� 6�� ������* � ��C����� ������ ��� �� ����%
����� ��� ������ ���� ���������� ��� ��� ���� ���� ������� �������� �� G: ��L����'
���� ����������� �� ��� ���� �� ������ �� ��� ������ ���� �������/ �����* ��%
����� ��� ������ �� ��� ������ ����� �� �������� 6��� ������ ����������' ����
��� �� ������ �� ���������� 6��� ��� ������ �� H��� &'":� ������ ���� ����������
�������� ��� ������ �������� �� �� ��� ��������%���� �C���'

'�+�( ���2�#���
��� ���� ���#��

 � ������/ ������ �� &':'"* ���������� ���� ������ ��� ����� ��������� �� ���������
������ ������ �� ����� ������� �������� �� ��������� ���������' ��� ������
�������� ������I� ��� �� ������� ��� ���%��������� ���� ����������� �� ��� ����
���H�� ��� �� ������ ����������/'

7;;



&':' 0���� �������� �� �����������/ �/������� �����������


���� &'&$�  ��������� ���� ������ ��� R = 50 µ� ��� offset K = µ�'

��� ������ ���������� �� ����������/ ��� ���� �� ��� ��� ���� �� � ��������� ����* ��
������� �� 3&'7=5 ������� ������������ �<�������� ����� �� ���' 
�� ���������*
���������� ��� �/�������� ������* ��� ���H�� ��� �� ���������/ 6������ �� 3r �� ���
������ ����������5

r2 + 2R(Ydesired + offset) + (K + 1)(Ydesired + offset)2 = 0

6��� offset ���������� ��� ����� ��6� �� 6���� ��� ������� �� �����'

��� ����� �� ���� ����� ������� 6��� K ��������� ��

K < −1
K = −1

−1 < K < 0
K = 0
K > 0

hyperboloid
paraboloid
ellipsoid
sphere
ellipsoid

R ����� �� ����������� �� ��� ����� �� ������� �� ��� �����< �� ��� ���� 3�� r
K #5' ���� ����� �� ��H��� �/

R =
(1 + y′2)

√
1 + y′2

y′′

∣∣∣∣∣
r=0

��� ������ �� ������ ���H�� 6��� K �� ���������� �� H��� &'&$ 6��� �� �<�����'

��������� ������ 6��� "## µ� �������� 6��� ���������� ���� ������ �������� ���
�6� ����� �� R' ����� &'G ��� H��� &'&& ���� ��� ������ ��� ������� ��� �������%
���� ����������' 
���� &'&= �������� ��� ������� �����%������� 6��� ��� �������
���H��'

7;8



4������ &' 0���� �������� �� ������� ���������� �����������


���� &'&&� 4����� �������� ��� �������/ ����������� ��� ��������� ���� 6���
R = 250 µ�'


���� &'&=� ,����� ����������� �� ��� ��������� ������' �@F1 ���H�������
�����%�������� ��� R = 250 µ� 3�5 ��� R = 100 µ� 3�5' ,����� �� ��� ���� ���
R = 250 µ� 6��� �@F1 3�5 ��� ,�. 3�5' 2��� ���� ���/ ��� ������� ���� �� ���
������ �� ��������� �� �� ��� ������� �������� ������� �� ��� ���H�������'

78#



&'G' �<������� �� ��� ������I� ��� ���%������� �����������

7 "
R Rµ�S "=# 7##
offset Rµ�S = =
# ������� 7G $8

����� &'G�  ������ ��������� ������� ���� ��� ����������� ����������'  �������
���� �� #'7#" µ� ��� ���� ��� ��� ���������� ���� �I��� "# ->' 2��� ���� R ��
���� ��� ����� �� ������� �� ��� �����<'

%�3 �����
�� � ��� ������5�� �� ���������	� ���

������


 �� �� ��� ������ �������� �� ��� ������� ������� ����� �� �������� 6���� ���
�����������/ �/������� ��� ������ � ������� ���������'  ������ ���� �/�� �� ����
6��� �� �����������/ ��� ������ ������������* ��� ���� ��������� ��������� ���
����������� ����� �� �����I���' 4������� ��� ���� �� ������� �� ���������� ����
���� � ������� 6�������* � �������� 6���� �� ���������� 6��� ����� �� ������
���� �� ����%�������� ����� ����� ���� � ,. H���'  � ����� ������ ��� ���I����/
��� ��� ���������� ������� ������� ��� ������� ������� ��� ,. H��� �� ��� ���������
������������ ����� ��� ���� ��� ������������* ���� ��������� ������� ������� ��
�� ����� ����������' �� �� ������ ���� ��� ���� �� ���������� �/�����/ �� ��� �����
���� ������� ���� ��� ���� ������� 6��� ��� �� � ���� 6��� �����������/ ���������
��������'
1�� 6�/ �� ����� � ��� ���������� �/�����/ �� �� �� � ���%������� �������
6��� ��� ���� ������ ������ ����� �� �������' -�6����* ��� �� ��� ���� ��6����
������� �� ��� ������ ������I� �� ��� N�<������/ �� ����� �� ���� �����' �<����/
���� �������/ 6��� �C�� ���� ��� �� �� �� ���������� ������� ����� ��� �����������
�� ������� ������ 6��� ������ ���/ ��D���'
 ������ �������� ������� ���%������� ������� 6���� ����������� ��� �������
���������' ���� ������I� �� �������� ����6'

.����& ���,�� �
��%�
����

��� ����� ��� �� �������� �� ��� ������ ������� �� ��� ����� ���H��� �� H��� &'""* ��
���� �<�� �� ��� ���������� ������ ��� �� ������������/ �������* �I�� �� ������ ����
��� ������� ��������' 
���� &'&: ���������� �6� ����� �� ������ �������� �����'
 � ��������� ����������� �� ���� ��� ������ �� ��� ������ �<�� ������ ��N�����
��� ������ ���H�� �� ��� ���������� ��������� 6���� 6��� ������/ ���������� ���
������>����� �������'

��/ �	���
� ������	 �"��� �
��� � ��	��
�	 "��� 3��
� �
�� �� ��
� �� ���	����� ��#����	��
8����	���
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4������ &' 0���� �������� �� ������� ���������� �����������


���� &'&:� ������ ���H��� ��� ���������� ������ ��������'  ������ �����%
��� K 7## µ�* �������� ���� K G# ��L���� ��� ������ �������/ K "# µ�L�'
4����� ��������� �� T ��� @ ��������� ��� ���������'

78"



&'G' �<������� �� ��� ������I� ��� ���%������� �����������


���� &'&G� 0��� ������ 6��� � ��C����� ����� �� ������� �� < ��� / ���������'

A�����#
���� �" �&� �����%� ��

�� H��� &'&G �� �<����� �� � ���� ������ 6��� � ��C����� ������� ��� �6� ��%
�������� ���������� �� �����' ��� ������ ����� �� �I�� ������ �� ���� �������
��� ���������� 6��� �� ����������/ εlens' 1�� ��� ����� ���� ��� ������� ������� ��
6���� ���� ���� ������ 6��� �� ����������* ���� �� ���� ��� ���� �������/' �� ����
���� ��� �<��� ���H�� ����� ���/ �� ������� �� ��� �����%������� ��� 6��� �I��
��� �������� �� ��������� ����� ��� ������� ��������' -�6����* �� �� ����� ���� ����
��I������� ������ �� ���������/ ��� �/ ���� � ������� �������'
��������� ��� ������ ��� ���������� 6��� � ������� ������� �� ��������� �� ���%
��6�' ��� ���H�� �� ��� �����<������� ������� �� �������� �� ��� ����� �����
�� �6� �����%�������� 3���������� ��� ���� �<�� �� ��� ���� ����� �� ��������� ��
H��� &'&:5 ��� ��� �������� ��������� ��������� �� �����/�� �� ������>� ���
���H�� ��������� ����� ��� �<��' ��� εcontour �� ��� ������� �� ����6�� �� ���/
�������/ �� ������� ����� �� εlens' �I�� ε ����� ��� ��� ������� ��� ��� �����
�� ����%I����/ �����<��������* �� ����6��� � ��������� �� "# O ������ �� ����
�����������/ ������' 2��� ���� �� �� ���� ��������� ��� �� �� ��� �� �� � �������
�������* ��� ������ ������� ������� 6��� ������� ���� ��� ������� ���' ���� ��
��� ���� �� � ������� ����� ���6��� ���� �����%�������� �� ���� �<�� ������* ���
�<��� ������ ����� 6��� ��C�� �� ����� ������ �� ��� ��������� ��� ��� ����������/
�� ��� �����H��'  ������ ���� �� ��� ������� ���� ���������� ����� � ���/ �������%
��� ���� ������ ���6� ������ ����� 6���� ��� ���� ��� ���� ����������/ ε' 
�� ���
������� �����<������� ���� �� ������/ ��� ��� ����'

��� ���������� ������ ��������* ������� ���������� ����� ��� ����� ���%� ���� ���
������* ��������� ���� ��������� ����������' .��� ����������� ������ ��� �I�����
6��� ������� �� ���� ������ ������� ���������* �� ���/ �� ��� �C�� ����� ���
���%������� ������' ��������� ��� ���������� ������ ��� �� �� �����<������ �/
��������� �������� �����' ������� �� ���� ������ ������������ ��� ���� �����<���%
����* 6� ����� ������� ����� ��� ���� ������' ��� ���������� ���� �� ��� ������

��(����	���
 ������ �>�	 ������	��� 3��� ��	��
�	 ����	"�
�����9 � ��	��
�	 ������	 ��� ��
��� �""	�6������ �# � ��������� �8 ����	��� �	���
����� ���"� ���3��� ����	��� "�����7 ��� 	����	
� ������ ������	 	��
�2�� �# ����������
# �������� �
������� 8�	 ��� L ��� K ������
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4������ &' 0���� �������� �� ������� ���������� �����������


���� &'&;� 4�������� ������ ���� �� ��� ����� ��� ������� ���� 3Rx = 600 µ�*
Ry = 400 µ�5'

�����<������ ��� ��� ���������� ���6��� ��� ������� ������� �������� �� ���
��������' ��� ������������� �� ������� �������� �� �������� �� ���  ������<'

%�6 $��
 	��	�


��� ��������� �� ������ �������� �� ����������� ��� ���� ������� �� ������ ����
������������ ����/ ���� ��� �� �� ������� ����������/ ��� ��� ���� ��������/ ��
��������� N ������ �I��� N ����� ��� ����������� ���� ��� � ������ ����'

����� � ���� 6��� �� ����/ �� �������� �� �� �������� �� ����/ ��� ���� ������
�������� ������I� ��� �����������/ �������� ������� ��������� ������' ��� ����
����� �� ���������� �/ ��� ������� ����� �� ��� ����' 
���� &'&8 ����� � ��6
�<������'
 � ��������� ��������� ��� ���� ����/� �� ��� H�� ������' ���� I�����/ ����������
��� ����� �� �C������ ���� ���� �� ����� ����/ ���� ��� �� ����� �/
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6��� L ��� ��>� �� ��� ��� ����' ����� ��� ������ ������I� � ������ �����
������ ��� ���� ���� �� ������ ��� ����������� �� ��� ���� �������� φ �� ���������
�� H��� &'=#' ���� �� � �����I���� �� ��� ������ ���������� ��������� ����
������ ��������� � �� φ+ Φ' ��� ��<��� ���������� H�� ������ �� ����

FF =
π
(
L−φ

2

)2

L2

�� 6���� Φ ���������� ��� ���� �������� ��� φ ��� ���� ��������'

�� � ����� ����/ ����� L �� "=# µ�* ��� ���� �� FF �� ��������� ��� ��C�����
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���� &'&8� �<������ �� ���� ����/� ���������� 6��� ������ ��������'


���� &'=#� ���� ���� �� �� ����/� ��H������ �� ������� ����������'

���� ��>�� 3H��� &'=75' 
��� ���� ����� 6� ��� ������� ���� ��� � 6������ ����
��>� �� 7## µ� 3�� ��� ��������� ������ �� &':'&5* ��� ��<��� H�� ������ 6��� �I��
"; O'  ������� �� �������� FF �/ ������ �������� ��� ������ �������� ����� ��
�'�' Φ* ������� �� �� �������� ��� ����������� ���� �����<�������'
 ������ FF ��� �� �������� ���� � ������� ���� ���������� �� ����� 6��� ��
���� �I�� �� ��� ���� ����������' ��� ����� ������ � ����� �6��� �� ����� �� ���
���� ����/J� ��� ���� � ��������� �����������' ��� ��� ����/ ����������� �� ����
������������ �� �6� �����* 6��� � ���� ����� ���� ��� ���� ����� �� ���6���' ���
������������� FF �� ���� ����� �� H��� &'=7'

����� ����������� �� ���� ����/�* ������� ��������� ��� �� �� ���� �� ��� ��������/
�� ��� ������' �� �� �� �� �<������ ���� ���� ��������/ ��� �� �������� ��� �
���������� ����' ,����* ������ ��� ���������� ����������� ���� /�� �� ��
��������� �� I�����������/ ������ ���� ���������'
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���� &'=7� .�<��� ���������� H�� ������ ����� ���� �������� ��� �� ����/
6��� � ����� �� "=# µ�' ��� H�� ������ ��� � 7## µ� ���� ��>� �� ���������'

%�7 ,����
��


�<����� ����� �������� ��� �� ��� ���������/ �� ������ � ����� ����� �� ��%
���������'  � ��� ��������� ����� �� ���������� �/ ��� �������� ��������� ������
���� ������< ���� ��������* ��� ������ ������� ��� �� �����/�� ��� ��C�����
������ �� ����� �� ����� ������* ������ ���H�� ��� ��������' ��� ����������/ �� ���
������ �������� ������I� ��� ���� ����H�� �/ ����������� �� "## µ� ���������
����������� 6��� �� ���� ���� �����/ ���6��� :# ��� 7## ��L����' ��� ������
��� �� 
%����� ���6��� #'; ��� 7&* ������������� �� � ����������� ���� ���6���
: ��� 7 ����� ��� ����' )��� ������ �� ����� �� 6��� ����������� 6��� ��������
��� ��6 ���� ����� ��� ������ ����������' ��� ���� ���������� ���� ��� ��� ��N%
���� ��� ���� I����/ ���������/' 2����/ ��C�������%������� ����������� ��� ����
�������� ��� ������ 6��� � ����� ������ ����� 7 �� 3\
L=5'

�����/ �� �� ���6� ���� ��� ������I� ��� �� �����/ �<������ �� ��������� ���� ����/�
��� ������ 6��� ���%������� ����������'
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4��������� ����������� ����� ������� ������ �C�� ���������� ��������� �� �� ����%
����� ����* ���� �������/ �� �'�' ������� ���������' �� ���� �������< � ������
�� ���6� ��� �����<������� �� ���������� ���� �/ ��������� ������� ����'

�� ��� H��� I������ �� �� ������� 6��� ���� �<�� a ��� b* � ��� �� ������ Pi
30 ≤ i ≤ N5 �/��� �� ��� ��������� �� ��������' ������� �� �������� ���� �I���/
������* ����� �������� �� ���������� �/ ��� ������� ����� �� ��� �������' ���
���������� �<�������� ��� ��� ������� �� ����� �/

x(t) = acos(θ)
y(t) = bsin(θ) 3&'7:5

6��� θ ∈ [0, 2π[' ��� ������� ��� ���� ������� �� ����� �/

K(θ) =
x′(θ)y′′(θ) − y′(θ)x′′(θ)√

((x′(θ))2 + (y′(θ)))2)3
=

ab√
(a2sin2(θ) + b2sin2(θ))3

3&'7G5

4�������� ���� �<���������* 6� H�� ��� K�

K(x, y) =
ab√((

bx
a

)2
+
(
ay
b

)2)3
3&'7;5

 � ������ �� ��� ������� ����� ������/(x
a

)2

+
(y
b

)2

= 1 3&'785

6� ��� �������� ��� ����������� �� � ����� �� ��� ������� 6���� ��� ������� �� K
�/ ���� 3&'7;5 ��� 3&'785�

x(K) = a

√∣∣∣ λ−a2

b2−a2

∣∣∣
y(K) = b

√∣∣∣ λ−b2a2−b2
∣∣∣ 3&'"#5
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6��� λ =
(
ab
K

)2/3
'


��� 3&'7;5 6� ����� ���� ��� ������� �� 3a*#5 ��� 3#*b5 �� �����������/ Ka,0 =
a/b2 ��� K0,b = b/a2'
��� ������ Pi ��� ��6 ������ ��������� �� ��� ��������

Ki = (1 − i/N)Ka,0 + (i/N)K0,b 3&'"75

������ ����� ������ � ����� �� ���� ��� ����������' 
�� 1 ≤ i ≤ N − 2* �����
���� ���� ������� ����� ��������� ������ Pi−1* Pi ��� Pi+1' ��� ��� ���������� P0

��� P1 �� ���������� �� ��� � 6�/ ���� �� ���� �������� ��� ��N����� ����� �� P1

������ ��� @%�<��' �� � ������� 6�/ ��� ��� ������ PN−1 ��� PN ���� ��������
��� ��N����� ����� �� PN−1 ������ ��� T%�<��'
�� 3xi−1* yi−15* 3xi* yi5 ��� 3xi+1*yi+15 ��� ��� ����������� �� Pi−1* Pi ��� Pi+1*
6� ��� �������� ��� ������ ����������� �� ��� ������ ������ ����� ������ ���������
��

xc,i = αβ(yi−1−yi+1)+β(xi−1+xi)−α(xi+xi+1)
2(β−α)

yc,i = − 1
α

(
xc,i − xi−1+xi

2

)
+ yi−1+yi

2

6���� α ��� β ��� ��� ������ �� ��� ����� ������ �����������/ Pi−1 ��� Pi* ���
Pi ��� Pi+1' ��� ����� �� ����� �/ ��� �������� ���6��� 3xc,i* yc,i5 ��� ��� ��
��� P J� ��������' 2��� ���� �� �� �������� ���� ��� �� ��� ����� �� �������� ��� ���
��������� �� ��H���� �����' �� ���� ���� ������� ���� ����������� ������ ��� �����
������ ����� �� ������'
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R7S 2' )������* �' .����* (' )������ ��� �' .�����* V������/��� ������I� ���
�������� ����������� �� �������������� �����W*  ���' 1��' � * "="# 378;=5'

R"S �' ���/* (' ,������* .' -���/ ��� 2' ������* V��� ��������� �� ��%
��������� �/ ������� �����������W* .���' ,��' �������' �* G=8 3788#5'

R$S �' ���/* V
���������� �� ������< �����%������� ���������� ���� �����%
�������� ������ �������� ������������ �����W*  ���' 1��' �* 7:G 3788&5'

R&S .' 	���* .' (����* Q' �������� ��� -' ,���>* V
���������� �� ��������%
������ �����%������� �������� �/ ������ ����� 6������ �� �����������W* 1��' ���'
��* $==: 3788&5'

R=S ,'  �/���* 2' -���� ��� �' @��������* V.���� 
������ ���� ���������� �/
��������%���� ����������/W* �� 4������ ��� 1�������/ 
����� -����������
1�����* ����' ,��� ����* 7G= 3788#5'

R:S �' F�� ��� 0' ,���* V(���� ������/���� �� ����%����� ��C������� �������
��������W* 1, ��������� ������ ,������ ��C������� 1����� ��* 7$$ 3788&5'

RGS �' .��
������* �' 2���/��* �' 4�<* �' 4��� ��� �' -�/��* V.����!�� ���%
�������� �� ��������� ����/�W* ���� ����' �����' 0���' (* 777" 3788&5'

R;S .' F����* ,' F����* .' 
����* Q' .����� ��� .' �������* V.���������� ��
�.. 6��� ���� �������� �������� � ��������� ���/W* ���  ���' 1��' �*
8 3788$5'

R8S -'%Q' ���* @'%,' F��* -'%�' 4���* �' -���* ,' 0��* .' F���� ��� ,'
F����* V1����������� �� ����������� ���������� �/ ���� ������ �����������
��� ��/���� ��C����W* .������������ ���' �'$6* 8&= 3"##75'

R7#S -' 1��������* )' ����������* �' )�����* Q' 0��������* Q' ,��6����*  ' -��%
�����* �' �����������C ��� -' ���������* V������� "� ������� ���������
����/� ���� 6��� �0�� � ���� �� ����������� ��� ����������>����� �����W*
�� ;�� .���� 1����� 4���������* 1����* Q����* $7: 3"##75'

R77S F' 2�������* -' 1��������* (' )����* �' ��� ����� ��� -' ���������* V������%
6������ �� ����������� �� ���/��������� 6��� �<����� ����� ��������W*  ���'
1��'  �* :$&8 3"##$5'
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R7"S F' 2�������* -' 1��������* �' ��� ����� ��� (' )����* V
��<���� �����������
�� ����������� �� ���/��� ��/��� 6��� �<����� ����� ��������W*  ���' ,��' ,�'
�+6* 7=8 3"##"5'

R7$S ,' .������� ��� ,' 0�>���* V
���������� �� ���������� ��������� ����/� �/
�<����� ����� �������� �� �������� ��N��W*  ���' 1��' ��* :"77 3788$5'

R7&S 
' )�������* Q' ��������* F' 0���� ��� Q' ����* V.����%���� ����/� ���%
������ �/ �� ����� ����������� �� ����� �.. W*  ���' ��/�'  (6* G#8
378885'

R7=S ,' 0�>���* Q' 0���>* Q'%.' �����* .' F����* ,' F���� ��� �' 4�����* V.�%
��������� ���������� �/ ���������� �<����� ����� ����������� �� ���/3����/�
�������/����5 �����6�� �/ ��/���� ��C����*  ���' 1��' ��* &&G7 3788:5'

R7:S 4������ ���� ����� �� ,.�0� ���� ����/�'  �������� ��
�����LL666'�������'���L�����������������L���L��7#&`,.�0�'���'

R7GS .' F���� ��� ,' F����* V.����%������ ��� ����������/W* ��) �����* 7GG
3788G5'

R7;S �' 4�<* �' 4��� ��� �' -�/��* V.����%������ ����������� �/ ���%!�� ��������W*
1����� ��� ��������� 2�6�* Q�� "##7* $" 3"##75'

R78S T' ����* Q' 0���� ��� (' (������* V(���� ����������� �� ��C������� �������
�������� �/ �� �� �����%����� �<����� ����� ��������W*  ���' 1��' �(* &::#
3788G5'

R"#S .' ������* @' F������ ��� 	' F����* V.���������� ��� ��������� ����/�
������ �� � ����� ����� �/ �� �� � 412 �����W*  ���' 1��' �'* :"G 3788;5'

R"7S �' Q�����* F' ������* 2' 2�������� ��� .' 2�������* V0���� ��������
������� �� ������� ������� ���������� ��� ����� �������W*  ��� 1��' �6* $$$;
378885'

R""S (' .��>* -' ����� ��� 	' �������* V0����%������ ��/ ������� �� ����������
��� �����������W*  ���' ��/�'  (�* $&8 3788G5'

R"$S .' )��� ��� �' ����* V���������� �� ������W* G�� 3�<������5 �������* 4��%
������ ���������/ ����� 378885'

R"&S �' )�����* �' F���> ��� (' �����6�* [������%������ ����� ���������
�� ���/����� 6�������� ��� �������������� ������������[* �� 0����  ����%
������� �� .�������������� ��� 1������������� .���������� ��* ,�� Q���*
�, *����' ,���  �' * &$" 3"##75'

R"=S (' ,���������* )' )����� ��� F' 4���/* [2���� �� J��������� �����J �� ���
���������� ����� �������� �� ���/����/� �������/����[* Q'  ���' ��/�' (6*
7;&" 3788#5'

R":S )' -���* .' 4����* F' (����>* Q' ����� ��� B' )��* [
�������� �� ���
������ ������� �� ���/���/����%������������� 3���5 �� ��  �
 �<�����
����� ��������[*  ���' ,��' ,��' �($6* :77 3788:5'
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R"GS 
' )��� ��� ,' 4���* [��� �C��� �� ���� ���������� ���� �� ����� �������� ��
���/����� ��� ���/����/��������/����%����� ���/����[* Q'  ���' ��/�' ��*
7$&8 3788:5'
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 � ��� ��������� (������� 	��� �� ����� �<����� ����� �������� ��� ���� ���
���������/ ��� ��� ����������� �� ������������� ������� ��� ������� ���������
�������' �6� ��������� ������������ ��� �������� �� ������ �� ���� �������� ���
������/�� ����������� �� � "� &×8 ������� ������� H��� ������ ��� � ���������� ���
��������� �� � �4,�0%���� 6��� � 7×; .� ���������'
�<����� ����� �������� �� ��� ��� ���/ ������I� ���� �� ������� �� ������ �����
��������� ����������'  � ��������� ��������� �� �������� ���������������� ����%
��I�� ���� ��� H� �� ��� ������� 6��� �� ��� ���/ ������������ ��� �� �����/��
��� ���� ������'  ����� �������6 ��� �� ���� �� ������ ='7 ��� ='"'
,����* ��� ��� ���� ���� �����%���� ��������� ��� �<����� ����� �������� �� ���%
������ �C��� I��� ���� ���������� �������� �� ����� ����������� ����������� ����%
��I��' 
�����/* ��� ������� �� �������� ��������� ��� ��/����� ������� ���6���
��� ��������� ���� ��� ��� ���� ��� ���� �� ��� ����������� ���������� �� �����
��������' ,������/* �� ����6� �������������� �� ��� �� ������������ ����������
�� ��/ ����� �� ��� �������/ �������' ���� ������ ��� ����� ��������� �� ��������%
���� ����%���������� ������ ��I����� ��� ��������� �� ������������� �� � ����
����� �� ��� �������/' 
�6 ����� ������I�� ��� ����� ����� ����������'

"#$



4������ =' �<����� ����� �������� �� �������������� �������� ��� ��������
������������

����� ='7� ����������� ���������������� ������I��' ����� ���� R7S'

"#&



='7' �����������

����� ='"� 2��%����������� ���������������� ������I��' ����� ���� R7S'

"#=



4������ =' �<����� ����� �������� �� �������������� �������� ��� ��������
������������

������ ���� ������ ���� ������� �<����� ����� ����� ��� ������� �� �������/ ��%
������ ���/��� ��/���* 6� ��� �������� �<����� ����� �������� �� � ��������� ����%
��I� �� ������ �������� 6��� ������������ �� ���/��� ���������'

)�� !�������� � 	 �� !�	
��� '����	� (���� ����

���� �� ����������� �����������

�� �� ��/��� ���� ���� �� ���� ���������� ������ ��� ���� ��������* �����
����������� ��� �D�����/ ������ ��� ����������� �� ����� ������������ ��� �4
��������� ��� �������������' ����� �� ����� �������� �� ��� ���� ���� ����������
������������� 6��� ��� �� ���� �� ������ ��� ����� ���� ������� �����/ �� ��� ����
����' 1�� �� ��� ������������ ���� �� ���� �� ��������� ���� �<������ ����������
����������* �� 3��������5 ������� ������������' ���� �� �� ��������� ��� ���� ��� �����
����������� �� ����%��%���� ��� �����%���� �����'
�� ������� ������������ ���������/ ������ �� ��� �� ���� �������� ����� �����*
������/ ��������� �������� �������������' ����� ��� �6� �������� ���������� ���
������������ ������� �������� ����� 6��� �� ���� ����� �����������' �� ��� H���
���� 6�������� 3�'�' ������� H����5 ��� ��� �� �������� ��� �����' ���/ ���
������� �� ��� ����� ����� �� ���� �� ���������� ������� �<���� ���� ���/ ��� ���� ��
��������� 6���� �� ��� ������� ���I���/ �����' ��� ����� ����������� ��� ������
�� ��������� ��� 6�������� �� ��� ����� 3�'�' �����������5 �� ������ ��� �����
���� �� ���� �����* 6����� ��� �� �� �� ������������ ������ �����' ����
�������� ��� ��� ���������� ��� ������������� ��� ��� �������� ������ ������ ��
���/ �������* �� ��������� ������������ ��������' �� ��� �����6��� 6� 6��� ���� ��
��� ����� 6��� ��������'
	���� 6��� ������������� ��I��� �6� ��������� ����������� ��� ���������� ��
���������� 6��� ��� �������� ��� �������* ��� ��� ������� 6�������' ������� 1�%
����� 
���� 3�1
5 �� �� �<������� ��������� ��� ����� �������� ������������ R=S� ��
�� ���/ �����* � ���� I����/ ��� ����� ��� �� �����/ �������� 6��� � ��� ����� ��
��� ������� ����� ��� �������� �� �� ��� ���� �������� �������' 4���������
�����������/ �� 7"= µ� �������� H���� ������� ��� �� �� �1
 �� �������� ��������%
����� 6��� � �������� ����� �� "=# µ�' ��� ������ ������������ ������ ��������
�� ����� H��� ��� ���������� ��� ������������ ��������� �� ��� ����� �� 7 ����� ��
����'

��� ��������� ���� �� ������� ����' 4������/* 6���%���������� ���������� ��� ���%
��� H��� ��� H��� ����/� 3.�5 ��� �����������/ ���������' )� ����� ����H���
.� ����������* �������� ; �� 7" H���� �� � ����� "=# µ�* ��� ����� �� ���%
��� "� H��� ����/�' 1� ��� ����� ���� �/����� �����%�������� ������������ ������
��� �� ������ �������� �4,�0� ��� (40��� ��� �<������/ ������� ��� ��������
"� ����/� �� ��������'  � ���������� ���� �������� ����� 6��� ���� ���� ������� ��%
����������� �� �� ���/ �6�%�����������* ������/�� ���������� ���� �� �� ���������
���� ��� ������� �� �������� ����� "� ���� �������'
�� ���� ������� 6� 6��� ������ � ������/�� ������ ���� �� ������� ��� ������� �
&×; ����/ �� ������� ������� H��� �� �4,�0 �� (40�� ����/�' �� �� ������� ��
������� $" ������� �������� 6��� ��� H���� ������ �� � ����� �� "=# µ�' �� ���*

"#:



='"' ������/���� �� � "� ������� 1������ 
���� ������ ��� ����%��%���� ������������

��� ������ ��� �� H<�� �� � ������ ��������� ����� ���������� ��������� �������
���� ���� �� ��������' ��� ��� ������� ��� �� ��� ��� �������� ��� H���� 6���
�� �������L�������� ����/'  ���� ��������� ����������� �� ��� �������/ �������
��� ��� H��� �������� ������������ ��� �� ���� �� R"S' �� 6��� ���� ����� ���
��������� �� ��� �������/ �� ��� ������ ���/* 6��� � ���� �� ��� ����� �������
�������'

(���� ����%	 �� 	�� ����%��

��� ����� ������� �� ��� ������ �� � ���/��� ����� 6��� � ��������� �������/ ����6
"=# µ�' �� ���� ����� �� ����/ �� ; ������� �� ���������� ���� �<����� �����
��������' ����� ������� ��� 7# �� ����* 7"= µ� ���� ��� ��������� �/ � ����� ��
"=# µ�' ��� �����%������� �� ��� ������� �� ������>�� ��� ������� � 7"= µ� �������
������� H���'
��� ������ �������/ ������� �� �������� �� H��� ='7' �� � H��� ���� ��� �1
�
��� �������� ���� ��� �������' 2�<� ��� H���� ��� H<�� ����������/ 6��� � ��
����� ��������' �� � H��� �����* ������� ������ ��� ������� �� ��� �� ���� �����
���� � ������ ������ J������J ���������'  ����6���� ���/ ��� ���� �������� ���
��� ������ �� ��6 ����/ �� �� ������������ �� � ��������� ������� ���������� ���
��������� ����'

(���� ����
��	
�� �� 	�� ����� �����

 ������ �������/ �� ��������� ��� ������� ��� H���� �� � ������� ��������'  �
����������� �� � ����� 6��� ��������� ����� ������ 6���� ��� H���� ��� ����������*
�� ���� ������� ���� ��� ����6 �� ���/ ��������� �� ��� H����'  ������� ��� ����
������ �� ���� ��������' ���� ������ �� ����� �� ��� ������������� ���� ��!������
������� �� ������� 6��� �� ��� ��� ��6%���� ���� ����������� �� ����������� �� ���
��������� �� �������' ��� ������ �������/ ��� ������� �������� �������� ����
�<����� ����� �������� � 6���%����� ������/�� ����������� ������I� ��� ���� ����%
���'
��� ������ ����/ �������� �� �������� �������� �� 7"= µ� ���� ��� 7# �� ����*
������ �/ "=# µ�' ��� 6���� �� ��� ������ �� ������>�� ��� ����/��� � H��� 6���
� �������� �� 7"= µ�* ������������� �� ��� ������� �������� �� ��� �1
�' ����
����� ���� �� � ����� �� :"'= µ�* ��� ������ �� �<����/ 7"= µ� 6��� 6��� ��
������/ �� �����<������/ 7 µ�' ���� ������/ �� ��� ���������� �/ ��� ��������
������� ������ �� �/ ��� ������� ���������� ��� ��� �������� ��� ������ 6����
��� �����'

 � �������� �������� 6� ��� �6� ��C����� ���������� ���/����� ���/���������
3�45 ��� ���/����/��������/���� 3�.. 5' �� ��� �����6��� ���������� 6� ���%
��� �6� �������� 6�/� �� ���� ��� ������ ����/' 1�� ������ �� ����� �� ��������
��� ������ 6��� � ������ �I��� ���� ���� 3J�������� �������J5 ��� ��� ����� ���
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"#G



4������ =' �<����� ����� �������� �� �������������� �������� ��� ��������
������������


���� ='7� 
����� �������/ ������� 3�5→3�5' ����������� �� ��� ������ ���� �
��������� ������ 6��� ��������� ������� �� ����� �� 3�5→3�5 �� �� ��� ���� ��
���� 6���'

"#;



='"' ������/���� �� � "� ������� 1������ 
���� ������ ��� ����%��%���� ������������


���� ='"� 	����� ����/ ���������� 6��� F�
 �� 7;# �QL��2 6��� ��� ��������
������� ������I�' ��� �������� �������� �� �4'

� ���� ������������� ���� ������� ���������� �� ������� ���������� ����� 3J�/����
���� ��������J5' 
�� ���� ������� ��� ��N���� �� ���� ��������� �����������
���������� �� ������������� ����� N����* ���� ���������� ���� ��� ����� �� ������
���� ��� ����� ���� ����� �� ������ ��� ��� ������ �����' ��� �<��������� ���
��� ������/�� ����������� ���� ��� ���� ������� �� �� ���' 2� N�6 ������� 6��
���'

)
����
���� �
�� �� �
����� 
����%�� "
����
����

���� ������ �� �� �<������� ������/���� ������I� �� �� ��I���� �� ����� ����
������� �� �� �������� �� ��� ���� ����' )/ ���� � ������ �I��� �������* ���
������� ������� �� 6������ ���� ��� ���/���' ��� ��>� �� ���� ������� ������� ���
���� ������ 6����'
�� ��������� ���� �������� 6� ���������� � ������� ������ ����/ �� �4' ��� �������
���� ���� ���� 6��� � N���� �� 7;# �QL��2 �� ��� F�
 6���������* ����������%
��� �� �� ���� ����� �� �����<������/ 7=# ��L����' ��� ���� ���I���/ 6��
������ �� 7# -> �� ������ � ������ ����������'  � ���� N���� ��� 6��� �����
�� ���� G"◦ 37;◦ 6��� ������� �� ��� �������� ���������5 ��� �� ��%������ ����
������� �� 7:# µ� �� ������ �� ������ � 6���� �� 7"= µ� �� ��� ����%�����' 
��
� �������H������ �� &×* ���� ����������� �� � �I��� ������� �� ��� ���� �����
�� ::# µ�' 
���� ='" ������� ��� ����� �� ���� ��������' ��� ������� 6��� ���
������� �� ��� ����� �� ��� ��' ��� ���� ������ ����� ����� ���� ��� ���� ������
���� � ����� �� 7"= µ� 6�� ��������' 2��� ���� ��� ������/ �� ��� ����� �� ���
������� �� ���������� �/ ��� ����������� ������/ �� ��� ����� �� ���� ���������'
 � ��������� ������������ �� ��� �<������/ ���6 ����������� ������ �����<������/
7" ���� �� ����� ��������� �� ��I���� �� H���� ��� ������ �������'

"#8



4������ =' �<����� ����� �������� �� �������������� �������� ��� ��������
������������
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�� ����� �� ����� ��� ����������� ���� �� �� ���������� ����� ��� ����%������/����*
� ���� ������� ��� ���� ��������' ��� �<��� ���������� ��� ����� �� H��� ='$'  
-����� ,������ 7 ���� �������� �� ������ ������ �� ��� �<������� ������������
I������� �� ��� ���� ��' ��� ���� ���� �� �����>�� �/ ������������ ��H������ ��
� ������ ������� �� ��� �������� ��� ����I��� ���������� �� � ��/�� 4� 3"## ��5
���   3=# ��5 6��� �������� ���� �����������' ��� ������� 6�� ���������� ��
& ������� 6��� �� ��%������ ������ �� =## µ� �� �� ��� ���!������ ������J �������
H��� �� ���6'
���� ������ 6�� ��� ���������/ �� ��������� � ������� ������ ����/ �� �.. '
��� ������� ���� ���� ���� 6��� � N���� �� "G# �QL��2 �� ���  �
 6���������*
������������� �� �� ���� ����� �� �����<������/ "7= ��L����' ��� ���� ���%
I���/ 6�� ������ "# -> �� ������ � ������ ���������� ������� ������ ����������
����� � �� =# -> 6��� ���� ��������'  � ���� N���� ��� 6��� ����� �� ���� G;◦

37"◦ 6��� ������� �� ��� �������� ���������5' ��� 6���� �� ��� ������� 6�� ������
7== µ� �� ����� �� ������ ��� ��������/ 7"= µ� 6���� �� ��� ����%�����' 
�� �
�������H������ �� =× ���� ����������� �� � ���������� ������� �� ��� ���� �����
�� G:# µ� 6��� ��� ������' 
���� ='$� ������� ��� ����� �� ���� ��������' ���
������� 6��� ��� ������� �� ��� ����� �� ��� ��' ��� ���� ������ �6� ����� ����
��� ���� ������ ���� � ����� �� 7"= µ� 6�� ��������' ��� ������/ �� ��� �����
�� ��� ������� �� ��6 �����/ ���������� �/ ��� �����/ �� ��� ���� �������' ,����*
��� ����������� ����� ����� �� ������� ��� ����� �� ��� ��������� ������������ ��
��� ������� �� ����� �� ������ ; �������� �������'
4������� �� ��� �������� ������� ������I�* ��� ����������� ���� �� ��6 ������
�� � ���� "# ������ 3"# -> ���������5 �/ ������ ��������� �� ��� ��������� ����
������� ��>�' 2��� ���� �� ��� ������ ������ ������� 6��� H� ���� ��� H��� ��
��� ���!������ ����* �������� 6��� ��� �� ������ ��/ ���� ��� ����������� 6���
�����/ ���� � ��6 �������'

?��%���

	����� ����/� 6��� �� ���������� ������ I����/ ��� ������� �����%������� ��� ��
�������� 6����� � ����� �� ����������� ����������' ��� ���� ��������� ���� ���
�������� ����6 ��� ����� ������ �� ��� ������ I����/ �� �<�����������/ ����H��'
����� �<��������� ���� ������ �� ��� ����������� �� ������� 6��� � ����� ��
��������/ 7## µ�' ����� ������� ���� ���� �������� 6��� ������� ��� �/����
���� ��������* ���� �� �.. ��� �4' 
�� ���� ����������� �� � ���� ��������
��� ����������� ������* ��� ���� ���I���/* ��� N���� ��� ��� ����� �� ������
�� ������ ��� ��� ������ ����� 6��� ������' 
�� ���� �� ����� ������� ��� ������
�������� 6�� ������� 6��� ��� �/�� ���H������� �� ���!� ������������ )�����
��� ,�. 6�� �����/�� ��� ����������� �� ��� �����%��������'

• ���������� ��� ��������

�� �� ���6� ���� ������� $ ���� �.. ������� ���/ ���� �� "&; �� �� �� ��� ��6
���������� ���D����� �� ���� 6���������' -�6����* ��� ����H�� �� ���� ������ ����

"7#



='"' ������/���� �� � "� ������� 1������ 
���� ������ ��� ����%��%���� ������������


���� ='$� .��� ��/�� ��� J�/���� ���� ��������J 3�5' ���� ����� ��� ��������%
���' 	����� ����/ ���������� 6���  �
 �� "G# �QL��2 6��� �/���� ���� ��������
3�5' ��� �������� �������� �� �.. ' ��� ���������� ��� ������>�� ��� � �����%
��H������ �� =×'

���� �� ����������� �/ �� ��������� �������� �� ��� ������ ������ �� ����������
�� H��� ='&'  �
 �������� ����� � ��� �������� ������� ���� F�
 ��� �.. '

�4 �������� �� ���� �������� �� 78$ �� ����/ ������� � ��� �� ����� ���� ��
������ �� ��� ����� ��� ������� ���� 6��� �� N�6 ������� �� �����/��' ���
����� �� ���� ��� ��������� ������ ������ ��� ������ ������ ��� �������� ������
��������' ��� �C��� �� ��� ������ I����/ �� ���������� �� H��� ='=' 4��� �����%
���� ����� �� N����� � �� ":# �QL��2 3N���� ����� ������� �/ ��� ���������
��� �������H������5' 1� ��� ����� ���� �4 ������� �������/ �� "&; �� 6��� ��
������ ������������ ��N������ ����I��� ��������'

• ���� ���I���/ ��� N����

���������� ��� ���� ���������� ���� �������/ ������ � ��� ����������� �������' 
��
���� ��������� � ������ ������ I����/ 6�� �������� �� ��� N���� 6�� �����������/
������ ���� ��� �������� ���������' -�6����* �� ���� ���������� ��� ������ ���
�����* ��� �������� ��� �� ������� ��� ��� ������ ����/ ����� ������' ���
�<��� ����� �� N����� ��� ���� ���������� ����� ���� ������ ��� ������� �� ���
�������� ������ �� ������� ���� �� �<���������'
 � �<����� �� ����� �� H��� =': ��� �.. �� "&; �� 6���� ��� �C��� 6�� ����
���������' 
�� ���� ������ ��� ���� ���������� ��� N���� ���� ���� ������� ��
�����������/ =# -> ��� $## �QL��2 ����� �����������'

"77



4������ =' �<����� ����� �������� �� �������������� �������� ��� ��������
������������


���� ='&� (�� ������ �������� ��� ������� ������� �� �.. �� ���� 6���%
�������' ��� ������� ������ 6�� �/���� ���� ��������'


���� ='=� ,�. ����� �� � ������ ����/ ������� �� �4 �� 78$ ��� ��� ���6 3�5
��� �����%������� 3�5'

"7"



='"' ������/���� �� � "� ������� 1������ 
���� ������ ��� ����%��%���� ������������


���� =':� �.. ������� �� "&; �� 3:8# �QL��25 6��� ��� �/���� ���� ��������
������' 3�5 �� = -> ��� 3�5 �� 7## ->'


���� ='G� 	������ ������� �� �.. �� 78$ �� 6��� 3�5 8& �QL��2* 3�5
7$# �QL��2* 3�5 7;" �QL��2'

2��� ���� ��� N���� ����� ���������� ��� 6��� ����� �� ��� �������� ������ N�����
������ ������� 6����' ���� �� I����������/ ���������� �� H��� ='G'

• 2���� �� ������ ���� � ������ ������

��� ����� �� ���� ����� ��� ���� ������ 6���� ������� ��� ����� ����� �� H���
����� ��������' 
���� ='; ������>�� ��� ������� �� � ������ �I��� ������� ��
���* ���� ������ ����� � ��� �������� �������M ��� ��� �/���� ���� ������I�*
��� ���� �� ����� �� ���/ ������ �� ���� ������' ���� �������� ��� �� �<�������
����� �� ��� ����� �� ��� �������� ������ ���� �������� ��������' ���� �����
�I��� atan(d/a) 6��� d ��� ����� �� ��� ������ �������� �� � ������ ���� ��� a
��� ������� ��>�' �� �� ������ ���� ��� ��� �������� ������� ������I�* ���� �����
�� ������ ����� 6��� ��� ������� ��� ������� �� ��� ���� 3$;◦5' ���� ����� �����
6��� �������� ��� N���� �� ��� ������ ��� ���6 ��6� ��������' ���� � ������ ��
������� �/ �������� ��� ���� ������� ����� �� ���������* ��� �������� ������ 6���
�� ��� ���� ����>����� ��� ��� �������� ����� 6��� ��������' 
��� ��� ������
��������� ��� ������ ��������* ��� ���� ���������� ��� �� ���6�� �� ���� ��
������� ��������* ������� ������ ��� ����H����' �� ���� �� �/���� ���� ��������
����� �� ������ ��C������'

"7$



4������ =' �<����� ����� �������� �� �������������� �������� ��� ��������
������������


���� =';�  ������� ���� ��� ��� �������� ����� ��� ����� �� ���� ������ ���
�4 ��� �.. '

�� ��� ��� ������� ���� ��� ���� ������� ����������� ������I� �� ������ ��������
�.. �� 78$ �� �� �4 �� "&; ��' �� �� ��� ������ ���� ����� �� �.. * ����
�������� ��� ���� ��������� ��� ������/�� ����������� �� ��� ������' ��� �/����
���� �������� ������I� 6�� ������� ������ �� ������ ��� ����������� ���� ���
����� �� �������� �������� �� ������� ��������� ���/ "# ������ 6��� ������
�� ������ ��� ��� ������ �������'  ������� ����������� �� N���� ��� ����
���I���/ ��������� ��� �������� ���� ������������ "# -> ����� �� "G# �QL��2'
)��� ��� �� ��������� �� ���� �<���� ��� ���� ������ ���������' ��� �������� 6���
������� �6��� �� �������/ ��������* ���� 6�� ��� ��I����'
 ���� ����� �������� �� ��� �������* ��� ��������� 6��� ������ 6��� ��������� 6����
��� ����� 6��� �������� �� ������ ������ ��������� �� ��� �� ��������'

(���� =����	
�� �� 	�� *����

 ���� ����� �������� �� ��� ������ ����/�* ��� H���� ��� �������� �� ��� ���������
������� ��� H<�� 6��� �� ����� ���' ��� ���%� ��� ��� ���� ������ �� �����
�� H��� ='8� �� �� ��������/ ��� �� ���� �� ����/ �� �1
� ������ " ��������
.� ������� ��� ������� ����' ��� H���� ��� �����������/ ��������� �/ � �����
�� �����/ "=# µ�' ���� ��� ������ ����� �� ������� 6��� ��� H���� ��� �����
������� ���� ���� ���/ ���/ ������� ��� �������' 
�����/* �� ����� ��� �� ���
�� H< ��� H���� ����������/ �� ��� �������'  ����6���� � ������ ����� �� ��������
�/ ������ ��� 6���� 6��� � ��� ����� �� 77# ◦4'

"7&



='"' ������/���� �� � "� ������� 1������ 
���� ������ ��� ����%��%���� ������������


���� ='8� ,��%� ��� H<��� ��� H���� ���� ��� ������� 3�5' �1
� ���� ���� �
����� 6��� � ������ ����/ 3�5'

"7=



4������ =' �<����� ����� �������� �� �������������� �������� ��� ��������
������������

�1
 H��� �������� 3���L��<5 ����� @ ��������
7"=L:$ 778 ± G 37#=L7$=5 "&8 ± 7# ± 7#
7"=L77: 7"= ± " 37"#L7"85 "&; ± : ± &';

����� ='$� .������ �1
 ��������� ��� ���������� ��������� �� ��� �1
� �� �
������ ����� ��� ����� �������� ���������� �<������� �� µ� R"S' ������ ����� ��
"=# µ�' 2��� ��� ���� �������� ��������� ��� ��� 7"=L:$  ����� �1
'

(���' 6	���
�� �� 	�� #��	��

��� �����6��� ���� �� ��� �������/ ������� �� ��� ������ �� �������� ��� ���������
�� ��� �� ���� �����'  ������ �������� �� �������� �/ ����/��� � ������I� ������
J������J ���������' ���� ������ �� ����� �� ��� �� �� �6� ��/ ����������� �
����������� ����� 6��� ������ ��������� ��� �6� ������� ���� ��� ���� �������%
�����/' ��� ��������� �� �<������� �� H��� ='7#' ��� J������J ��������� ������I�
�� �<������/ ������� ��� I��� ��� N�<���� �������/ �� ������/�� ������� ��� ������
��� �� �� ����������� �� ��������� �����'

(���( ��#��
���	�� ���%�	� �� 	�� ����%�� ��������

�������
� 
��%�
�� �" �&� �A) ���� �� 
 ����� ��
��

��� �<��� H��� ��������� ��� ����H�� �/ �������� ��� �����%�� ����� �� ��� �����
6��� �� (40�� �� � ����%������/ ����������� �����'  �������� �� �������� ��
��� ����� ��� �� ��� �1
� ��� ������� ��� ����������� ��6�� ��� ����/ ��������
�� ��� (40��'
�6� ��C����� H���� ���� ���� ��� ��� ��� �<���������* ���� ������ � �����H��
������� ���� �������� �� 7"= µ�' 1�� �/�� ��� � ���� �������� �� 77: µ� 3����/5
��� ��� ����� ������� � ������� ���� �� :$ µ� 3 �����5' ��� ������ ��� �����������
�� ����� ='$ ��� ��� ������� I�������� ��� ��������� �� H��� ='77'
��� �������� ��������� �� ��� H��� ���� �������� �� � ������ ��6 �� I��� �����
�� ��� ����� �������� ���� ���%������������/ �� ��� ���� ��� ���%��������/ ��
��� �������� �������� ��������� �����H�����/ �� ���� ����������' ��� ����������
������/ �� ���� �� ��� ���������� ����/ �1
 36��� � ���� ������ ��������
��������5 �� ��� ������ ���� ��� ���  ����� �/��'

�������
� 
��%�
�� �" �&� �A) ���� �� 
 �
��

��� ���� ���������� �������� �� �������� ��� � ����� �� ������' )� ���� ����
��� ����� �� ���� ��� T ��� @ ��������� �� �������' ��� ������ ��� ����������� ��
����� ='& ��� ��� ������� I�������� ��� ��������� �� H��� ='7"�'  ����� �����
�� � ����� �� ����� �� H��� ='7"�'

"7:



='"' ������/���� �� � "� ������� 1������ 
���� ������ ��� ����%��%���� ������������


���� ='7#� J������J ��������� ���%� R"S 3�5' ,������� �������� ��� ��� H���
����/� 6��� J������J ��������� 3�5'


���� ='77� ��H������ �� ��� I�������� �� ����� ='$'

"7G



4������ =' �<����� ����� �������� �� �������������� �������� ��� ��������
������������

����� �� T ��������� ����� �� @ ���������
�1
 ����/ ������ ������� ������ �������
7"=L:$ &×; "=# "&8 ± 7# "=# "&: ± 77
7"=L77: "×; "=# "&; ± : ";# "G8'=

����� ='&� .������ ���������� ��������� �� ��� �1
� �� � ����� �� ������ ��� �����
�������� ���������� �<������� �� µ�' ��� ����� �� T ��������� �� ����� ���� ���
������� �����' 2��� ���� ��� ������ ����� �� ��� @%��������� ��� ��� ����/ �1

6�� ";# µ� ����� ��� ���� �� �� ������ �� ������� ��������� 6��� ��������� �� ����
����'


���� ='7"� ��H������ �� ��� I�������� �� ����� ='& 3�5' 
���� ���6 �� � &×; �����
3�5'

)� (	����	��� � 	 �	
����� �� 	�������� � 	

+,��$ ���� ���� 	� 48 �������

 � ������ ������* ���/��� H���� ��� ������ �������� ������ 3�4,�0� ��� (4%
0���5 �C�� I��� ���� ��������� �� ����%�C������* �����%�������� �������� �����%
��������' F�/ ���������� �� ����� ������ �������� ������� ���� ��%6���� �������
����������* ������ ��������� ����� ��� �����������/ �� "� ����/�' �� ���� �������
� �4,�0L�1
 ����� �������/ �� ��������� ���� ��� � ����� ������� ���� ���
�������� ��� �4,�0 ���� 6��� ��� .� ������'  ���� ��������� ����������� �� ���

"7;



='$' 
���������� �� � ���������� ��� ��������� �� � �4,�0 ���� 6��� �� .�
���������


���� ='7$�  ������/ �� ��� �4,�0L�1
 �����'

�������/ ������� ��� ��� ������� ������������ ��� �� ���� �� R=S'

(���� =�	����	
�� ������

��� ���/ ��������� ����� �� �������� �� H��� ='7$'  � .� ��������� �� 6����
�� ����/ �� ������� ������� H���� 3����/ 7"=L77:5 �� ����������>�� ��� ����������*
��� �� ������ �� ��� �� �� ��� ������������ ����%���������� �������/' ���
������ �������� �� � ������� 3�����* �������5 �� 6���� � �4,�0 ���� �� ������'
��� ������� ������� � ���� ������� ����������/* �<������� ���������� ��������/
��� �� ������� ��� ������ ���������� 6��� � ����� ��/�� 36����������5' �� ���
������� �6� ����� ����� ��� ������� �� ������� ��� ��������� ���� �� ��� ���������
������ ��� ������' �� �� ��� ����� �����* ������� �� ��� ���� ���/ ����� ������
����������� ������/ 3± 7## µ�5'
2�<�* � ������ �� H<�� �� ��� ���� ���� ��� �������� ��� ����'  � ���� ����
������� ����%������/ ��������� ����� ��� ��� .� ���� �� ��� ��������� 3G## µ�
��������5* �� �� ��������� ��� ������ ��������� �� ��� ����� ���� ���� ������ ��
��������/ ������� 6��� ��� �4,�0%����' 
�� ���� ������ � ���������� �� �������'
���� �� � ��������� ���� 6��� ��� �� ���� �� ��� �������/ �� 6��� �� ��� �� ��
��� ��� �������� �6� �� ���� ������� �� ��� �����' �� ���� ��������� ���� �� �����
��������� ������� ���� ����6 �� ������� ����������� �� ��� ������ 6��� ������� ��
��� �4,�0%����' ���� �� �������� 6��� � ����%������/ ����������� ��� ��������
�����* �I����� 6��� ������� ���� ������>� ��� �������� �������� �� ��� ����������
��� ����'

�����/* �� ������� 6����6 ��� �� �� �� ��� �� ��� ������ �� ������� ��� �4,�0%
���� ���� ������ 6��� ��� .� ��������� �� ��� ������ �� ��� �����'

(���� ����
��	
�� �� 	�� ���	��	���

��� ���������� �� ����������/ � ����� �� ���/��������� 6��� � ������� ��������� ��
"=# µ�* ������� ��� �������� 6��� �� �<����� F�
 ����� R:S' �6� ��������� �������
��� ����� ������� �� ��� ����������� �6� G## µ� ����� 6��� � ������� �� &': ��

�,�� �����	���
 3� 8��	������ ��� ���� �""
��� �# /� J�� C�� 8�	 �
������� �8 ��� J(1�4
���" �� � �	��������	 ����
� 8�	 ������� "�	"�����
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4������ =' �<����� ����� �������� �� �������������� �������� ��� ��������
������������


���� ='7&� 0���� ������� ���������� �� � �4 ����� 6��� � ��������� �� "=# µ�
3F�
 �����* 7# ->5'

��� ��������� ��� .� ���� �� ��� ��������� ��� �6� ������� ���� ��� �� �������
6��� ��� �������>�� ��������� ������� �� ��� ����'  ������� ������� �������� �� &
�I���� �� G= µ� ������ �/ 7== µ� �� �������� �� H��� ='7&' 
��� ��� H��� ��
��� �� ���� ���� ��� ��������� ������� �� ��� ���� ��� �� H���� �� ��� �I����' ���
������� ��� ���� ������� �/ ���� � "## µ� ������� 3��%������ ���� �� =# µ� ���
� �������H������ �� &×5 ��� �������� �������� ��6� �� � ��6 ������� ����' ���
����� ��� ��� .� ���� ���� ���� ������� �/ ��������� �������� ������ ��� ������
��������'

 ����� ��C������ �� ������ �� ������� ���6��� ��� ��� ������ �� ��� ������ ���
��� �4,�0%���� �� ����� �� ����� ������ �� ��� ���� �/ ��� .� ���������' ����
6������ �������� −�� �I��� ��� �������� ���6��� ��� ��������� �4,�0� ��� �����
������������� H����− ��� ���� ������ =# µ�' ���� �������� ����������� �������
��������� �� ���� ��� ������ �� ��� ���������� ��� �� ������ ������* �� �� ���
�������J ������� ����� �� ���� 3�� � �����H������ �� $##× ��� ������� ���������5'

�� ���� ������ � ������� ������ �� "×"'= ��2 6�� ������� �� ��� ���������� �/
����� �������� �� ��� ��������� �������� �� � ����� �� =# µ�' ���� ��� ������
�� ������ � �/ ��� ����������* �� ���/ H�� �� ��� ��6�� ����' 1��� �� �� ������
�� ��� ������� ��������* ��� ���� 6��� ���� ��/����� ������� 6��� ��� ������ �� ���
����������'  � ��� ��%������ ����� ���� �� ��� ������� ���� ��� ���������� ��
��� ������� ����* �������� 6�� ��������/ �� ������� ��� ������ ������'  �I���
���� ������� �� "'= �� −��� ������� ��������� �� ��� �������� ���� �� ���� ����−
6�� �������� ��� ������������ �� � :"# µ� ���� ��%������ ��� � �������H������
�� &×' )��6��� ��� ������� ������ �� ������� �� "# µ� 6�� ������ �� ����� ���
��������� �� ���� �� �� ��� ���%�������� ���� 6���� �� ��� �������' �� ��� ������
�� ��� ������ � ������%���� �� ������� �� ����6 ���� �������� �� ��� ����'  
���������� ��%�� 3#'7=#×" ��25 6�� �������� �� ���� ����� �� ��� ������ ��

""#



='&' 4���������

������� ��� �4,�0� ����� ���� ������'
�� �� ��� ������ �������� ���������* ��� ���� 6���� �� ��� ���� ��� ����� ���� �� ���
������ ������ � ���/ ���6 ���� 3θramp ∼ 5◦ 6��� ������� �� ��� ����>�����5' ����
��� ���������� ��� ��������� �� ��� ������ ����� ��� ����' ��������� ���� �����
�� ��� ������ ���� ���� �����������/ ������� �� ��� ������������ ���������' ����
������ ����� 6���� 6��� �� ����� �������/ ������� ���� ;#◦'
 ���� �������� ��� ���������� ��� ���� ������ 6��� �������/�������� ��� ����� 6���
�������>�� ��� �� ����� �� ������ ������'

(���� ��#��
���	�� ���%�	� �� �������� ��� ��%#�
�� ������

��� �������/ ���%� �� ���� �� �������� ��� ���������� 6����� �� ������/ �� = ��
7# µ�' ����� ��� ����� �6� ��C����� ����������� ���� ���� �����/��' 1�� �/��
�� � ����� ������� ������� ��� ��� ���� ��������� �����' ��� ����� ���� ��� ����
�������� �/ ������������� ��� ���� ��� ������ ��� ������� ������' ��� ���������
��� ���� I����/ �� ��� ��������� ������� �� ��� ����� ������� ���� ��� ��� ������
���� �� ��� ������������ ���������' ���� �� �� �� ��� ���� ���� ��������� �����
��� ��� ������� ������ ��� ���/��� ��� �� �� ��� ����� 6���� ��� ���� ����� ��
�������� �C'
��� �4,�0� 3������ ��������� 7'= � * ��<��� ���� ��6�� 7 ��5 ���� �� ���
:=# �� ������ ��� �1
 ���������� �� ���� 6��������� ����� ��� �� ��������� ��
7'" �)L�' �/����� ����������� ������ �� ��� .� ��������� ��� #'= �) ��������
#'$ �) 
������ ������' 4������ ������ ��� ��� �4,�0%�1
 ����� �� ��6 �� 7%
7'& �) ���� ���� ������� ��� � "# �� �1
 ���� ������ R=S' ������ ��� �����������
������* �1
 ���������� 3#'$$ �)5 ��� 2 ��������� 3"'7$ �)5 ���� ������* ������
�� �� ������������ ��� �� ���������' 4����%���� ���6��� ��� �������� ��������
����6 %&= �)'

)�% ,����
��


�� ��� ���� ���6� ���� �<����� ����� �������� �� � ������ ���������������� ������I�
��� ���������� 6��� �������������� �������' �6� ��������� ������������ ����
���� ��������'
��� H��� ��� �������� � "� ������ ��� �1
 H����' ���� ������ �������� � �����
�� �.. ������ 6��� ������������* ������� 6��� ���  �
 �<����� �����' �����
������� ���� ���������� ���� ���������� �� ��� �������� �� ��� ������� H���� ���
���� ���� ���������� 6��� ������ ������/' �� ��� ���� ���6� ���� ���� ���!������
��� �����������/ ����� � ��� ����������� �������'  ������� ������� 6����6 ���
����� �������� �� ��� ������� 6�� ��H��� ��� �<�����������/ ����H��' ��� �������
���� ���� ���������� 6���  �
 ����� �� "G# �QL��2 �� "# ->* �������� �� �� ����
���� �� "7= ��L���� ��� � 6��� ����� �� G;◦' �<���������� ������ ���6 ���� ���
������/ �� ��� H��� ��������� �� ��� ����� �� �� ��� ����� �� 7%" µ� 6����� ���
���� ����� ��� &%= µ� �� ��� �������� ���������' ����� ��������� ������� �����

�,�� �"��������� �������� 8	�� ��� J(1�4 ������ � 	�
����
# ��"�	���� ������ �8 
���� ��
�� ������� ������� ��� �/ �8 ��� 'E?�
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4������ =' �<����� ����� �������� �� �������������� �������� ��� ��������
������������

��� ����������� �/ �������� ���������� � �� 77 µ�' ���/ ��� ������/ �� �� ���
���%��������/ �� ��� ������� H���� �� �<�����������/ ����H��'
��� ������ ��������� �� �� ��� ��� ������� ��������� �� � �4,�0%���� 6���
� ��������� ������' ���� ���������� �� �4 �� �I����� 6��� .� ��� �����*
��������� ������� ��� ��� ����* � ���� ���� ���� ��� � ������� ������' �� ���
���� ���������� �/ �������� �<����� ����� �������� 3F�
 ��������* 7;# �QL��2 ��
7# ->5' ��� �������� ���������� �� ��� ��������� ���������� 6��� 6����� " µ�
��� ������/ �������� ��� �������/ ������/'
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R7S .' .���* V
���������� �� ����������������W* �,)2 #;&8$8&=77* 4(4
�����* 2�6 @���* $=;%$=8 3788G5'

R"S �' 4��������* ��� ������ �� �����������* �2��4* 	���� ���������/'

R$S F' 2�������*  ' ��� -���* �' 4��������* ,' �����/��* -* 1��������* 0'
���6���������* (' )���� ��� �' ��� �����* V
���������� �� ������������ 6���
�<����� ����� �������� ������I�� ��� ������� H��� ����/ ��������� �������W*
�� 0����  ����������� �� .�������������� ��� 1������������� .����������
�* ,�� Q���* �, * ����' ,��� ����* $#8 3"###5'

R&S F' 2�������*  ' ��� -���* �' 4��������* ,' �����/��* �' ��� ����� ���
(' )����* V.���������� ����������� 6��� �<����� ����� �������� ������I�� ���
������� H��� ����/ ��������� �������W* �� 
���� ������������� ,/������
�� 0���� ��������� .���������������* 1��/�* Q����* ����' ,���  +66* $"G
3"###5'

R=S  ' ��� -���* V����������� ��� ��������������� ���������/ ��� �������� ����%
���������� �/�����W* ��� ������* �2��4* 	���� ���������/ 3"##75'

R:S  ' ��� -���* Q' -���* F' 2�������* )' ������* (' )���� ��� �' ��� �����*
V.� ���������� ��� �4,�0 ����� ��� �������� ������� ����������������W* ��
1������������� ������������� ���M ��������� ��������� ��� ����������� ��*
,�� Q���* �, * ����' ,��� ����* 7$& 3"###5'
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-�� &���������9 �4 :������:��� �������

�� ������� = ��� ���������� �� ����%�C������ ��� ��6%���� ������� ����������� ��%
�6��� ����� ���L�� H���� 6�� �������>��'  ������ ���������� �������� �����
�� �����/�� �� ��/ �� ����� ����������* 6� 6��� ���� �� ��� ��������� ������������
������� ���6��� ������%���� H���� 3,.
5' 4������/ �� �1
 �� �������� �����
H���* ��������� ���������� ��� ��� ������� ��� ,. H����'
 � 6��� �� ���6�* ����������� ��� �����������/ ������� ���� ������� �� ����� ��
�D�����/ ��� ��������� ����������'
,.
 ���������� ��� ������ H���� ��� �����������/ ��������� �� ������� ���������'
���/ ��� ���6 �<������� ��������� ������ ����6 #'"%#'$ �)' �� H��� :'7 ��� ����
��������� �/��� ��� ������ ,� 3V,������� ���W5* ,4 3V4������ 4��������W5 ��� 
4
3V
��� 4������W5'  � ������� ������������� ��� �/������/ ��� �� ������ ����� ����
������� �� ��������* ����� �� � ���6��� �������� �� ����H��� ���������������' �����
�������������* ������ �� � 7%� 3�'�' .�5 �� "%� ����/ ���H�������* �C�� ����
���/ ����� ��������� ����������* ���� ����������/ �� ��� �������� �� ��� ���������
���L�� ���� �� ���������� �����������/' ��� ��������� ���������� �� ���� �� �� .�
������ �� ��� ���/ ����/ �� ��� �������� �� ��� H��� ����� −� ��<��� �������
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4������ :' .�������� ������ ��� ����������� ��� ������%���� H��� �������


���� :'7� 4��������� ,. ���������� ��� ������ 3�5 ��� ������� H���� 3�5'

���� �� #'$ �) ������ � ��<��� ���� �����������/ ����6 #'G µ�− �� ���� �� ���
�������� �� ��� ��������� ���� ��� ����� �������� �������� ��6���� ��� H����'  �
�� ����������* ��� ��I���� ��������� �� ��� ��� �������� ��� �� �� ��6 �� #'7 µ�
��� ��������� ��� ��������� ����������� ���� �����������/'
.���������� �� ��� ������� ����6�/ ��� �<���� ��� ��������� ��� ����� ����� ��
��� H����' ��� ������ ���� ��>�� ���� �� ���� ����<�� ����������� ��� �����������
��������� ���������� ��� ��� �������� �������� �� ���� ��������� ����� ��� ��� ��
����������/ ��6�� �������/ �����'
 ������������� ����������� �� ��� 3�������5 ,.
%��%,.
 ������� ������� ���
� ��������� ���� ��� ���������� �� ����������� �� ��� ������� ���� ��� �� ����
�� ������� :'$ �� ���� �������'

-�� ,	����	��� � ������� �/������

 �������� ������ �� ��� ������� �������� ��������� �� ��� ������� ���������
�� ������� �� ��� ������� ����������� �� ��� ��������� ���6��� H����' 2�<� ��
����%���� ��������/* ����������/ �� ������� ���������� ��� ���������� ��������* ����
����������� �� �����/ ���������� �/ ��� ��<��� ����� ������� �D�����/ ��%
�6��� ��� H��� ����� ��� ��� ����������/ �� ��������� ������' �� ���� ������� 6�
6��� ���� �� ���� ����������'  ������ ���/ ��� �����H� ������� ������� ��
,. H���%��%H��� �� ����������* 6� ����� �� ���� ��� ����/��� ���� �������' ����
����� ���� ���� ������� �<��������� 6��� ������ �� ��������/ ������ H��� ��<� ��
��� H��� ����* ������ ���� ���������� �� H���%��%���� ������� �������� �� 6���'

������ ��� ������ �����<�������* ��� ��6�� ������� �D�����/ ���6��� � ������%
�>�� H��� ψ1 ��� ��� H��� ���� ψ2 3H��� :'"5 ��� �� ���������� �/ ���������
�� ��� ������� �������� R7S

η =
∣∣∣∣
∫ ∫

S

ψ1ψ
∗
2dS

∣∣∣∣2 3:'75

�� ��/ ����� 6���� ���� ����� ��� �������' �� ��� ��<� ��������* �<��������� ���
��� H��� ���� ��� ������� ����� �� ��� 	������ ���� �����'
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:'"' 4��������� �� ������� �D�����/


���� :'"� 1������ �� �6� ������� H����'

+���� >�%��
�� �##���
��	
�� �� 	�� 6$ *��� ����� *���

 ����%����< ,. H��� �/������/ ��� � ���� �������� D �� 8%7# µ� ��� � ��%
�������� ����< �������� ∆� �� ��� ����� �� #'##7 ��� ��6��' ,�����%���� ����%
����� �� �������� 6��� ��� �������>�� ���I���/ �� ��� ����������� H��� V =
(D/2)k

√
n2
core − n2

cladding �� ����6 "'&#= ��� ��� ������������� ���� �� �������

-�11' ��� 6��������� �� 6���� V �I��� "'&#= �� ������ ��� ��%�C 6���������'
��� ����������� �� ��� ����������� H��� ��������� �� -�11 ��� �� ���I����/
�����<������ �/ � 	������ ���H��' ����� ��� ������� 6�/� �� H�� � �������
	������ H�' �� ������� �I����� ��� 7L� H��� 6���� ����/ ����� �� � ���� ��%
���<������� ��� ����� �� �������' )��� ������ ��� �������� 6��� ��� ��������
��6�� �� ��� 	������ ���� -�11 �� ��<���>��* 6���� �� �I������� �� ��<���>���
��� ������� ���6��� ��� ���� ��� ��� 	������ H���'
�� ��� �������>�� H��� ���� �� ������� ψ(r, φ)* ���� ������� �� ���������� �/

ρ =

∣∣∣∣∣
∫ ∫

ψ(r, ϕ) ·
√

2
πw2

f

e
− r2

w2
f rdrdϕ

∣∣∣∣∣
2

3:'"5

��� ���������� 7 �� ��� 	������ H� ������� ��� ��� H��� ����' wf �� ��� ����%
�������� �� ��� 6���� �� ����%6���� �� ��� 	������ ���H��' �� ��� �� ���6� ����
��� 	������ �����<������� ����� ���� �� ρ ≥ 0.96 ��� V ���6��� 7'8"& ��� &'$"8'
�� ���� ���I���/ ����� wf ��� �� �����<������ �/ R"S

wf
D/2

= 0.65 + 1.629V −3/2 + 2.879V −6

4������ ,.
%"; ������%���� H��� �� ���������� ��� �������� ������� H��� ��� ����%
����/* ����� ����������* �������� ��� ������� ���6��� ������������ �� ��� �����%
������� �� ����* ����� ���L�� ����� ��������' ���� � ���� �������� �� ;'$ µ�* �
���������� ����< ��C������ �� 0.36% ��� � ������� ���������� ����< �� 1.468* 6�
��� �������� ��� λ = 1.55 µ� ���� V = 2.096 ��� wf = 5.1 µ�'  �������� ��
��� �����H������� ��� ����%�������� �� ��� ����%H��� ������ �I��� ='" ± #'& µ�'
��� ��� -�11 ��� 	������ H��� �����<������� ��� ����� �� H��� :'$'

+���� >�%��
�� ���� #��#���	
�� �����

��� �����6��� �������� 6��� ������ ��� ������� �D�����/ 34�5 ��� ���������� ���
�������������'  ���/����� �<��������� ��� 4�� ��� ��������� �� ���/ ������� � ����
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4������ :' .�������� ������ ��� ����������� ��� ������%���� H��� �������


���� :'$� -�11 ��� ��� 	������ �����<�������'

����� ������������ �� ��6 ������� ������ ���������� 3H��� ���L�� 6������� ����
��>�5 ��� ������������� ��������� 3�����������* ����������� ��� ������5 ������
��� 4�'
�� ��� ������/ ���� ���6� ���� ��� ���������� ���������� H��� ����������� �� ���
,.
 ���� ��� �� ���������/ �����<������ �/ � 	������ �����' �� �������
��� ������� �������� 3:'"5 �� � ����� ����� �� �� ������� �/����� �� 6���� � 	������
���� �� �������* 6� ���� �<��������� ��� ��� H��� ������������ �� ���� �����' ��
6��� ��6 ����������� ��� �������� �� 	������ ����� �� ��� �/�����* �������� 6���
��� ������ ���� �� ����������� �� � ������* �������� �����'

 � ���������� 	������ ���� �� ��� 6���� ����� 3z = z05 �� �<������� ��

ψ(x′, y′) =

√
2

πwoxwoy
e
−
(

x′2
w2

ox
+ y′2

w2
oy

)

6���

x′ = x− x0

y′ = y − y0

wox ��� woy ��� ��� ����%6���� ��>�� �� ��� ���� �� �����������/ ��� <% ��� /%
��������� ��� ��� ��<��� H��� �������� �� ������� �� (x0, y0)'
 � ���� ���� ���������� � �������� z − z0 ����� ��� >%�<�� �� � ������ ��������
����� 6��� ���������� ����< n ��� 6��� ����� k0 = 2π/λ* ��� �������>��
���������� H��� ��� �� ��������� ����� �� ��� F�����C%-/���� ��C������� ��������
3����<��� 6��� �����<�������5

ψ(x′, y′, z−z0) = Ae
−
[

x′2
w2

x(z−z0)
+ y′2

w2
y(z−z0)

+j
nk0
2

(
x′2

Rx(z−z0)+
y′2

Ry(z−z0)

)
+jφ(z−z0)

]
3:'$5

�/� ��"����
 �#����� ��� �� � ���"
� ��� ����	8��� ���3��� �3� ��>�	��� �"����
 ����	��
�7 �

�#�	 �8 �� �"����
 ����	��
7 � 
���0���"�� ����	8���7 ��� �
�� ��	� ���"
�6 ���������������� �8
��� 8�	��	�
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:'"' 4��������� �� ������� �D�����/


���� :'&� wi ��� Ri �� � 	������ ���� ����������� ����� ��� >%�<��'

w0,i RµmS θi R���S wi(0) Rµ�S wi37# µ�5 Rµ�S wi37## µ�5 Rµ�S
7'# ";'# 7'# ='# &8'&
"'# 7&'7 "'# $'" "&';
='" ='& ='" ='$ 7#'8

����� :'7� θi* wi ��� Ri ��� ���� �/����� ���� 6���� ����� 3λ = 1.55 µ�5'

6���

A =
√

2
πwxwy

φ(z − z0) = 1
2atan

(
2(z−z0)
k0nw2

ox

)
+ 1

2atan
(

2(z−z0)
k0nw2

oy

)
+ nk0(z − z0)

wi(z − z0) = w0,i

√
1 +
(

2(z−z0)
k0nw2

0.i

)2

Ri(z − z0) = (z − z0)
(

1 +
(
k0nw

2
o,i

2(z−z0)
)2
) 3:'&5

A �� � �������>����� ������ ��� φ �������� �� � ����� ���� nk0(z − z0) ������� �� �
����� 6��� ����� ��� � ���������� ��� 	������ �����' wi ��� Ri ��� �����������/
������ ����%6���� �� ��� ���� ��� 6�������� ����� �� �������' ��� ����< i ������
�� ��� ��������� ���������� �� ��� ����������� �<��* ������ x �� y'

��� �������� �� wi ��� Ri ����� ���� ����������� �� ���������� �� H��� :'&'
,��� �������� �<������ ��� ����� �� ����� :'7' �� ��� ��� H��� �������� z− z0 →
∞* ��� ��C������� ����� θ ��H��� �� ��� ��/������� ���������� ����� �� ��� ����
��� �� ��������� ���� wi ���

θi =
2

k0nw0,i

���� �<�������� ��������� ���� ����� 6����� ����� �����/ ��������� ����� ��� ����
��� ���������� ����< �� ��� ����� 6��� ����� ��� ��� H��� ���������� 6��� �������
�� ���� �����' 
��� Ri 6� ��� ������� ���� ��� ���� ������� �� � ����� 6��� ��
��� �������/ �� ��� 6���� 3R → ∞5 ��� �������� ���� � ��������� 6�������� �� ���
��� H���'
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4������ :' .�������� ������ ��� ����������� ��� ������%���� H��� �������

 ������ �<�������� 3:'$5 ��� ��� ��C������ 	������ H��� �� ���/ ���� ��� ����/>%
��� ���� ����������� �� � ������ ��� ������ �����* �� ������� ���� ����������
6��� ����������� ������ ��������� ��������� 6��� ������ ���������� ������� ���
���%������ ���������� 3���� �������5 �� �<������' ��������� 6� �������� ��� ���%
���< ���� ��������� q R$S

1
qi

=
1
Ri

− j
2

k0nw2
i

���� ���� ��������� �� �����/ ������ �� ��� ������� �/���� ��� �� ��������/ ��%
������� �/ ��� ����������� ��  )4� �����<' �� ���� ��������� �� ������� �/����
�� �������������/ ��������� �/ � "×" �����< 6���� ����� ��� �������� ��� ���������
�� �� ������� ��/� 6��� ����� �� �� �������� ��/ 3H��� :'=5�

[
x2

α2

]
=
[
A B
C D

] [
x1

α1

]

,������/ �������� ���� ��������� �� ���/ ����� ��� ����<��� ��/�* �'�' ��/� ���� ���
����� �� ��� �����/ �������� �� ��� ������� �<��' ��������� ���� ���� ���������
3�����������5 ��� ���������'

�� ��� �� ���6� ���� �� ������� �/���� 6��� �����<

[
A B
C D

]
���������� ���

�������� 	������ ���� 6��� ���� ��������� qin ��������� ��

qout =
Aqin +B

Cqin +D
3:'=5


���� :': ���6� � ��6 �<������ ��  )4�%�������� �� ���������/ �������� ����
6��� �� ��� �� ��� ������� ����/��� ����6'
 � �� �<�����* 6� ��� ����/ ���� ������I� �� ��� ������ ���� �� 	������ ����
����������� ������ � ���������� ����� �� ������ z − z0'  � ��� ���� 6����
3z = z05 6� ��� 6���� qin,i = −j 2

k0nw2
oi

' ����� ��� �����������  )4�%�����<*

qout,i ��� �� ��������� ��� �I����� 3:'=5' ,��������� ��� ��������/ ���� ��� ����
���� �� 1/qout,i �������� Ri ��� wi �I����� 3:'&5'
�� � �/���� �������� �� n ������������ ������� �� 6���� ��� ����������� ��������
��� ���6�* ��� ������� ������� �������� �� �� ��� ����������� �������� ����������
�/ ��� �����6���  )4� �����< 3H��� :'G 5

[
A B
C D

]
=
[
An Bn
Cn Dn

]
· · ·
[
A2 B2

C2 D2

] [
A1 B1

C1 D1

]

�-� ��� �""	�6������� ���� ��� 3��
����� �8 ��� �. 3�� �� �������	�� �	# ���

 ���"�	��
�� �"����
 �	������� �� ��� �"����
 ��	����	�7 ���� 3�� ��� �� ����
�� �# 	�#� "������� ��3�	��
��� 
���
 ��	������ �8 "	�"�������� B���� ��� 
�3� �8 	�8	������ ��� 	�������� �������	���
 �"����
����	#�7 ����� 	�#� ��� �� �	���� ��	���� �� �"����
 �#����� ,�� ������	���
 3��8	��� �� 
���

#
�	�������
 �� ��� 	�# ��	������ ��� ��� �� �����	����� �# �������	��� ��F����� 	�#� ��	����
� �#����� /� ��� ������	���
 �""	���� �� �����@��7 ���� ������	���
 3��8	��� 3�

 �� � �
���
�""	�6������� �8 ��� "�#����
 ����
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���� :'=�  )4�%�����< ���������'


���� :':� ,���  )4�%�������� �� ������ ������� ��������'


���� :'G�  � ������� �/���� ���������� �� ������� ���/����� 6��� ���6�  )4�
��������'
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4������ :' .�������� ������ ��� ����������� ��� ������%���� H��� �������


���� :';� ��6�� ����������� �/ � �������� 	������ ���� �� � ������� �� ���
������� �� ���� �������� �����'

+���� >�%��
�� ���� 	�%���	
��

 � ��������� ���� �� ������������ �� ������� �/���� �� ��������� �� �������� ��
��� 	������ ����' ���� ��� �� �� �� ��� ������� ��>� �� �� ������� ���������*
�'�' ��� �������� �� � ���� �� �������' ���� ��������� ������ ������ �� ��6��
��������' �� ρ ������� ��� ���������� ��6�� �� � 	������ ���� ��������� 6����� ��
������� 6��� �������� D* ���� ρ ��� �� ��������� ��

ρ =

∫ 2π

0

∫D/2
0 e−

2r2

w2 rdrdϕ∫ 2π

0

∫∞
0
e−

2r2

w2 rdrdϕ
= 1 − e−2

(D/2)2

w2 = 1 − e−
D2

2w2

6���� w �� ��� ����%6���� �� ��� 	������ ����'

���� :'; ���6� ���� ��� ������������ �I��� 88 O ��� �� ������� �������� �� 3w'
2�<� �� ��6�� ����* ���� �������� ���� ������� ��� ����������� ��������������� ��
��� ���� ��� ��� �C���� ��� ����/��� �� ��� �����6��� ��������'  �������� ���/
�� ���� ������� ��� �� ���� �� R&* =S'

+���' ����� ��%#�
�� �?�
���� �� � >�%��
�� ���� 
�	� �
6$ *���

�� � ��<� ������� ��� ������� ���6��� �6� ,. H���� �� ����������'  ������� ���
�� �� ���6��� �� �������� ������������ �����������/ �� ��� ����� ���� ���� ���
6������� �� H��� �� ��� �����'  ��������� �� ��� ����H�� �� ���� �������� �����
�� ����� �� ��������� ��� ������������� �� ��� �������� ������� ���������� ��
��� ����* ��� � ����� ������>����� �������� ��� ��� ������ ������ �� ��� ����� ����'
)����� ������� �� �����������* ��� � H��� �������� ��� ������ ���� �� ������� ��
��������/ 	������ ���� �� � H��� 6����� ��/ ������������ ������ �� ��������
�� H��� :'8' ��� 	������ ���� 6���� ��� ��� H��� ��� ��������� �/ � ��������
∆z' ��� H��� �� �������� ����� ��� ���� ����������� ��������� �<���� ��� � �����

"$"



:'"' 4��������� �� ������� �D�����/

�� ��������/ ��������� �����' ��� �������� ���� ��� ��������� ���� ������ �������
H��� �� � ����' ����� ���  )4�%�����< ��������� �� �� �������� �� H�� �� ����/�����
�<�������� ��� ��� ������� ���6��� ��� ����������� ���� ��� ��� H��� �����' ���
�������� ��� ����������� �� ��� H��� �� ��������� �/ ∆x* ∆y* ∆z* ∆ϕx ��� ∆ϕy
�� ���6� �� ��� H���' 4������� �� ��� �������� �� � ��������/ ������� ��������
	������ ���� 6��� ��� H��� ���� 3∆x = ∆y = ∆z = ∆ϕx = ∆ϕy = 05*
6� ��� ��������� ∆x ��� ∆y �� �����������* ∆ϕx ��� ∆ϕy �� ������ ��� ∆z
�� ����������� �������������' �� �������<  ��� ������� �������� �� �<�������/
��������� ��� ��� ������� �D�����/ ��� �� �<������� ���

η(∆x,∆y,∆z,∆ϕx,∆ϕy) = η0(∆z)ηx(∆x,∆z,∆ϕx)ηy(∆y,∆z,∆ϕy) 3:':5
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�� ������� �� ������/* 6� ������� 6������ �� �<�������/ ��� ∆z ���������� �� wx*
wy* Rx ��� Ry' ���/ ��� �� ��������� ��� 3:'&5' η0 �� ��� ������� �D�����/
6��� ���/ ����������� ������������� ��� �������' ηx ��� ηy ��� �� �����������
�� ���������� ������� ��� ��� ������� �D�����/ 6��� ������������� �� �����������/
��� T%B ��� @%B ����� ��� �������'

���� H���%��%H��� ������� �������� ��� ����������* ��� 6���� ��>�� ����� ��
wox = woy = w0 = 5.1 µ�' ��C����� 6����� �� ��� x ��� y ��������� ��� �� �������
��� H���%��%���� �������* �� ���� 6��� ��� �� �������� ����'

4������ �D�������� ��C����� ���� ���/ ���� ���� �� ������ �� ��� ������� ��6��
�������� ���� ��� ����� ������ ����� �� �������'  � ����� ��� ����/ �������
�� �)* 6� ��H�� ��� ������� ���� ��

L = −10log(η) 3:'G5

 � ��������� ��������� �� ���� �������� �� ���� ��� ����� ���� �� �� ������� ���� ���
�� �����/ �<������� �� ��� �� �� ��� ������ �� ��� ��������� ������� ��������
��� ������������ �����'

�5�������� ��� ������	��� 
����� 3�

 �� ����	�� ��	������� ���� ���"��	�
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4������ :' .�������� ������ ��� ����������� ��� ������%���� H��� �������


���� :'8� 4������ �� � 	������ ���� ���� � ,.
 ����'

-� �4(����4( �������

+���� ����������� ���������� ��� *��� ������	���

�� ���� ������� ��C����� ��������� ��/��� −6��� �� 6����� ���������� �������
�����������/− 6��� �� ����/>��'  ����� ����������� �������������� �� ��� ������%
���� ���6��� ����� ���������� ������� ���� ��������� I��������* �'�' ����������
���� ���� � ��������� ����� �� ��� I����/' ����� ��� �� �� � ������ ����� ��� ���
���� ��������� ���� ���

• ���������� ��������� �������� �������� �� ������ 3�������* �����������* ���%
����* '''5* ����� ��� ����������

• N���������/
• ���������� ����������
• ���������� ��������
• ������/ ����������
• ���� �� ��������
• ������� ������� �D�����/ ��� ������N������
• ��������* ������� �� ����� ������L�������� ������ ���������� 6��� ��
���������� ������� ������ ��� ���������

��� ������H�� ����/��� ����6 �� ������� �� ��������� �� ��� ������� ����������
�� ��� ��������� ��� ��� �C���� �� ������������� ���6��� ��� ��������� ������'
^�������� ���� 6��� �� ��� �� � ��������� ��� ��� ��������� ���

"$&



:'$' ,.
%��%,.
 �������

• ������ ������� ���� Lmin

• #'" �) ��������� ��� �����������* ����������� ��� ������ �������������*
�I����� � ������� �D�����/ �� #'8:

• #'$ �) ��������� ��� �����������* ����������� ��� ������ �������������*
�I����� � ������� �D�����/ �� #'8$

��� ��������� ����� 6��� ������ ����� �� � �/����� �����H������ ����� ��� ,.

���������� ���� ��������� #'" �) �� � �/����� ��� #'$ �) �� � ��<��� ����'

+���� ���� *���2	�2*��� ��%#�
��

 � ������/ ��������� �� ��� �����������* 6���%���������� ,.
 ���������� ���
������ H���� ��� 6����/ �����������/ ���������' -�6����* ���������� ���� ��������
��� ��� �������/ �� �������� �������� �� ����� ���� ������� ������ ��� ����%H���
��������� ��������' 1�� ���������� ��������� �/�� �� .� 6���� ������� ; ��
7" ,.
� �� � 7%����������� ����/ ������' ���� �/�� �C��� ���� ����� ���������
��������������

7' 
�<����� �� ��� H���� �� �����>�� �/ ����%������/ �%������� �� ��� �������'
��� ����� ��������� ������� ����� �� ��������� �� � ���������� �������%
����* ������ ��� ��������� ��� H���%�����������' �� �������� ��� �%������
�������� �� ������������ 6��� "%����������� H��� ����/� �� ���� 6��� ��I���
��������� �������� �� ����� 6��� �%�������' ���� �������� 6��� ���������/
�������� ��������� ��������� ������ �� ��� �� ������ ���� ����� ='&'

"' �������� ��� ���� ���� ���������� �� .� �� �� ������%H��� ������� ������/
����������� ��� ��������� ����������� ��� H��� ��������� �������' ���� ��%
����� �� ��������� ����������� ��� ������������ ����'

$' �� ��� ��������� �� ������ ��� ������ �� �� ����������� 6���� ��� ���������
��� �������* ���� �� �� ���/ 6��� �������� ���� ��� ��������� ��� � ���6���
��� ������ ��������� �����' �� �� ���� ������������� ��� ������� �������
����������� ��� ������� ����������/'

&'  � ��� ����� ���������� ������� �� ��������� ��� ��������� ���6��� ���
�6� ������ ��������� ����� ��� ����� ��� ��������� ������� ��� � ����%
��������� ����� 3���������� ��� �� ����� ��� ������� ������� ����� ��%
��� ����� ��������5* ��� ����������� �� ��� ��������� ������/ ������� �� ���
���I���/ �� ���� ��������� ��� ��� ������ �� ��� ��������' ���� �� �� �%
��������� �������/ ��� � 6���%���������� ��������� ������ ����� ���������
��������� ���� ��������%���������/ �� ��� �� ��������'

�,�� 8�		�
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������� "��� �	 ��
���
-� �� ����

# ���� 8	�� "	�����
# ���"�� ��	�����7 �����
��� ����
 �	 �������	�� "
������� ,������	
3��� ��� "
����� "������7 ��� 8�		�
� ����� �" ��� ��������	�

"$=



4������ :' .�������� ������ ��� ����������� ��� ������%���� H��� �������


���� :'7#� 	������/ �� ,.
%��%,.
 �������'

��� ����<%��������
���� ��������� #'" �) #'$ �) #'" �) #'$ �)

∆xy Rµ�S ±7'7 ±7'& ±7'7 ±7'&
∆z Rµ�S ±"$'; ±"8'$ ±$= ±&$
∆ϕ R���S ±7'" ±7'& ±#'; ±7'#

����� :'"�  �������� ���������� ��� ,.
%��%,.
 �������' ,���%6���� �� ��� H���
���� �� ='7 µ�'

�� � ���� ,.
 ������� �������� �6� H���� ��� ������ �� ����� ���<����/ ���
��� �������* �'�' ��� H��� �<�� ��� �������� ��� ��� H��� ���� ����� ������� �� ����
�� �������� 3H��� :'7#5' ,����* ��� ��6�� ������� ���� ��� H��� �� ������� 6���
��C�� ���� 7## O �� �� ��������� ������' ����� �I����� 3:':5 ��� 3:'G5 ���
������� � 	������ �����<������� 6��� w0 = 5.1 µ� ��� ��� H��� ����* ���
���������� ��� ��� ��������� ������ ��� �� ��������� 3����� :'"5'  � ����� �� ��
���� �������� �������� �� ������� ���� ��� ,. H��� �� �������* ��� ��<���
������� �D�����/ �� 7## O �<������ ��N������ ������' 2��� ���� ����� ������ ���
��6�/� �� ������>�� �/ ����/��� �������  ( �������� �� ��� ������� ����������'
����/ ������� �D�����/ ��� ��� �� �������� ��� ��������/ ������� ���%������
H����' ��� ���������� ���� ���� ��������� ��� ������ �� ��� ��� ���6��� ��� H����
�� �� ����<%�������� ���' �� �� ���������� �/�����/* ∆x ��� ∆y ��� �I�� ���
������� �/ ∆xy �� ��� �����'

����� ��������� ����� �������� ���� ����������� ������������� ��� �� ������ ��%
�������� ����� ��� ���������� ∆z �� I��� ������' ��� ����������� �C��� �� ����
���������� ��6����* ��� ���/ ��������� �� �����������/ � ���� 7'& µ� �� 1.4◦ ���%

�.��� 1.? ��������	� ��8�	�� "��#���
 ������� ���3��� ��� 8����� �8 ��� �3� @��	� 8�	 "	�"�	
�"�	������ ,��� ����� 	�������� 
����� �� ��� ��	 ��" ���3��� ��� @��	� �� ������� ,��� ���������
�� ��� �������	�� ��	��

"$:



:'$' ,.
%��%,.
 �������

��� ����<%��������
���� ��������� #'" �) #'$ �) #'" �) #'$ �)
δxy Rµ�S ±#': ±#'G ±#': ±#'G
δz Rµ�S ±77'8 ±7&'G ±7G'$ ±"7'$
δϕ Rµ�S ±#': ±#'G ±#'& ±#'=

����� :'$� 
���� �������� ���������� �� ���� ��������� ����' ����� ����������
����� ���� �I���/ ����� ����������� ����������� ��� ������� �� ���� ���������
�����'  �� ��� �� ����<%�������� ��� ��� ������ �� ������������ �����'

��������� �� �D����� �� ����� ��� ���� ����� �� ���������� ������' 2��� ����
����� ���������� ��� ����� �� ���/ ��� ��������� ����� �� ������� �� ��� ����' ����/
����������� �� ������������� ������ �� ���� ��6�� ����������' �� H��� :'77 ���
������� ������ ��� ��������� ��� ��C����� �������������'


��� ����������� ����� �� ���6* ��� ��������� ���������� ��� ���� ���� ���������
����� H���%��%H��� ������� ��I���� �6� ��������� ��������� ������'  � � ������
����������� ������I� �� ��� ��� ���� ������* ��� ������� ����������� �����%
������ �� ��� ����� ��� �I��' 4����I����/* ��� ����6���� ��������� �����������
���������� δz* δxy ��� δφ ��� ���� ��������� ����� ��� �����/ ���� �� ��� �����%
���/ ��������� ����� 36���� ���� ��������5' ����� :'$ ������>�� ��� ������ ���
����� ����������'
������� ���������������� ��� ����������� ������I�� ����6 ���/ ������� ����
�����������* ���������� 6��� ����� ��������� ��� �� �� ���������� ����' ,����* ���
∆xy ��������� ����� �� ����������� ��� ��������� ���6��� ���� ��������� ������
�� ���� �������� ��� ���/ ������� �� ��� ����������� ������/ �� ���� �� ��� ��%
������ ������ ��� ��� ���I���/ �� ������ ��� ��������' �� �� ��������� ����������
�� ���� � ����������� ���6��� �6� ������ �� H��� �������������

7' 
���������� ������� ������ �� ��� ���������� H��� �������� ��� ����������� ��
���� ��������� �����* ������� �� ��� ��������� ����������� ��� ������������
3H��� ���������5 �������' ��� ���������� �� ��� H��� ��������� ��� 6���%
���6� ��� ������������ ����� ���/ ��� ���������� �/ ��� ����������� �������%
��/' ���������� ��� ����� ������ ��� ��������� 6��� δi ��� ���/ ��� ����� ��
����� :'$ ��� ��� ���� H���%��%H��� ������� ����'

"' 1�������� ������� ������ ��������� �� �� ������ ��� �������� �� ��� ���%
������ �����' �� ����� 6����* ���/ ������ �� ������������ ���6��� ��� ���%
������ ������ ��� ��� �� ��� H����' ,���� ���� �/������/ ����� ����� �� ���%
���������� ����������� ��� ����� ���� ��������� ��� �� �������� ��/ �����
�� �����* ����� ������������� ��� ����6� ��� ������ �������������' ���%
������� ��� ����� ������ ������� ��� ��������� ���6��� ��� ��������� ������
��� ��� ��������� �/ ∆i' ����� :'" ������>�� ����� ���������� ��� ��� ����
H���%��%H��� ������� ����'

�� �� 6����� ��������� ���� ��/ ��������� ������ ���� ������ ��� ��N���� ��
��������� ������ �� �� ��������� ������������ 3�'�' ����� ��������� ����������5
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���� :'77� 4������ ������ �� �� �����������* ����������� ��� ������ ��������%
����� ��� ���� ,.
%��%,.
 �������'
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%��%,.
 �������

�������� ��� ����������/ ��� ��� ��� ����������� �� ��� ���������' ���� �� ����
������� �� ��� �<����� �� ���� ��������� �� �������� ����������� ����������'

+���� $
�������2�:%
##�� 6$� ������	���

�� ���� ���� 6� ����������� � ��������� ������ ����� �� ���������� �����������'
0����� ���� ��� �������� �� ��� ���� ���� ���6��� ��� H��� ������ ��������/ �����
�� ���������� ��� 6�������� ���� ��� H��� �� ��� ����� �� ��� �����' �� 6� ������
��� q%������ �� ��� 	������ H��� ���� �� ��� ����� �� q0* ���� ���  )4�%�����<
�� ��� ��������� ����� ��H�� ��� ���������

Cq20 + (D −A)q0 −B = 0 3:';5

6���� ������ ���� �<�������� 3:'=5 6��� qout = qin = q0'
 � ��� ������� ������� �� ��������/ �/������� ��� �� ��� ��������� �������
��� ����6 ����%��������� ������� 3���� ��� ����� ��� ����� ����5* ��� ���������
����� ������� �� �6� �/��������� ����� ���� ��� �� �������� ��� ��������' ��
������>� ��N������ ������* �� �� ��������� �� ����� ��� ����� �� ���������� �� ���
���������' ������ ��� ������ �������������� ���� ������* ���� ������ �� �6�
���������� ��� ��������� ����� ��� ������ ��� H���* ��� ����� ������ ��� ������
����' 1�� �������������� �� ��� � ��������� �/���� �� ����� �� H��� :'7"' ����/
H���%��%H��� ������� ���� 3J�������J5 �� �I����� 6��� ��������� ������������ �6�
���� �������* ��� ��� ����/ ��������� ����' 2��� ���� �/�����/ ������� ���� �
���� 6���� ����� �� ������� ��������/ ���6��� ��� �6� ������'
��� ��������� ����� �� ���� �� ������ ���/ H���� �� �������� �� ������ � 7%� ��
"%� ���H�������' 
�� ���� ������ ��� ���� ������� H��� ��������� ������I� 6���
�����/ ��� �� � �%������ �������� �/���� �� �� ������������ ������ ���� 6���
�� ��������� �� �������� �� �%�������'  ���� ���������� ������ �� ��� ���������
����� 6��� ������ �� ��� ���� �� ����/ �� ����� 6��� 3��5������ ������/' ��
����� ����� ��� H���� ��� �������� ��� H<�� �����6����'  � ��� ����� ���� ��
����/ �� ����������� �� ���������� ���� �� ��������/ ������� 6��� ����� �����' ���
��������� ���� �� ����������� ��� ����<��� ��� ����������� ������������� ���6���
��� ��������� ������ ��� �� ��������� ���� H��� :'7"' ���� ���� 6��� �������
��� H��� ���� �� � ������ ���� 6���� 2wa �� ��� ������ �� ��� ������� ���� ���6���
���� H����' ����� 6����� �������� ����� ���6��� ��� ��������� ������'  � � �����*
��� ��������� ���������� ��� ����������� ������������ 6��� ������ �� ��� ������� ��
���� ���� 6����� ������� �� ��� ������� H��� �����' �� ��� �����6��� ����/��� 6�
6��� ����������� �� ��� ����� ���� ��� ��� ������������ ������* ������ �����������
�� ��� �<��� H��� �������� ������I�'
��� �<����� ���� ������� ��� � ������������ �� ��� ������ �� H��� :'7" �� ���/
���� ��� ��������� ��������� �� ������'  ����� ����� ��� �� ��� ��� ������
����������* �� ����� ����� 6��� ��� �������� ����'

"$8



4������ :' .�������� ������ ��� ����������� ��� ������%���� H��� �������


���� :'7"� ,.
%��%,.
 ������� 6��� ����������� �� ��� ����� ����'

�
�
	�
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� 
�
���


�� ��� ���������%�I����� �/���� 6� ��� �������� ���  )4�%�����< �� �����6��

M =
[

1 d
0 1

]
︸ ︷︷ ︸

[
1 0
−1
FL n

]
︸ ︷︷ ︸

[
1 h
0 1

]
︸ ︷︷ ︸

[
1 0
−1
nFL

1
n

]
︸ ︷︷ ︸

[
1 d
0 1

]
︸ ︷︷ ︸

connector lens air gap lens connector

��� �������� ���6��� ��� H��� ����� ��� ��� ���� ������ �� 6������ �������� ��
������� 6��� d* �I����� �� ������� �������� nd' ��� ���������� ���6��� ��� �6�
������ 3��� ���5 �� h* wa �� ��� ����%6���� �� ��� ���� �� ��� ������ ��� ��� �����
������� �� ��� ������ ��� ���� FL' ��� ��������� ������ ��� ���� �� � ��������
6��� ���������� ����< n �� ��� 6��������� �� ��� H��� ����'

��� ������ ���� �������� Dlens �� ���������� �/ ��� ���� ��>� �� ��� ����
��������� ��� ��� ������� �� d ' �� �� ����� �/

Dlens = ρwlens

6���

wlens = w0

√
1 +
(

2d
knw2

0

)2

"&#
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�� � ��6�� ������������ �� �� ����� 88 O* ρ ����� �I�� $ �� ������' �� ���� ����
��� ������ ���� �������� ��

Dlens = 3w0

√
1 +
(

2d
knw2

0

)2

�������� 6��� ��� ����� ������ FL* d ���� ���������� ��� ��������/ ���������� h
���6��� ���� �����������' ���� ��������� ��� �� ��������� �/ ��������� ����
��� 	����� ���� �<����� ��� ���� ������ 6��� �������� �� � ���� 6���� 3R → ∞5
�� � �������� h/2 ���� ���� ������

h = 2
αnd

(
αnd
FL − αnn

)
+ 1

FL(
αnd
FL − αnn

)2
+ 1

FL2

3:'85

�� �� � ���� ������������ ����

1
h/2

=
1
FL

− n

d+ z2r
d−nFL

3:'7#5

6���

αn =
2

knw2
0

=
1
zr,n

zr,n �� ������ ��� (�/����� ������
� �� ��� ���� �� ��� ��������� �����' �� ��� ��

���� ���� ��� zr,n → 0* �I����� 3:'7#5 ������ �� ��� 6��� ���6� ���� ������� ��
����������� ������' ��� ����%6���� �� ��� ����� ��� �� ����H�� �� �I��

wa =
FL

kwo

√
4

1 + α2
n(d− nFL)2


���� :'7$ ���������� ��� ������� �������� �� � ����%������ ��������� ��� �������
����� �������'

�� ��� ������>� ��� ���� ������� ��� ��� ��������� ���������� ��

general system

h = 2
αnd(αnd

F L −αnn)+ 1
F L

(αnd
F L −αnn)2

+ 1
F L2

Dlens = 3w0

√
1 + (αnd)

2

wa = FL
kw0

√
4

1+α2
n(d−nFL)2

3:'775

��� ������� �/���� �� ���/ �����H�� �� �6� ���������� ���� ��� ��� 3FL* d* h5 ���
������' �� H��� :'7$ �6� ��������� ��������� ������ ��� �� �������������

�,�� 5�#
���� 
����� �8 � H������� ���� �� ��� �������� ��	 3���� ��� ���� 3���� ���	�����
8	�� ��� 3���� ��2� wo ��

√
2wo� /� zr ��� 3��8	��� ��	���	� 	������ � ��������

�.�	� �"���@��

#7 ���� �� −���8�����
# ������− ��� H������� 8�	� �8 ��� 
��� 8�	��
��

"&7
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���� :'7$� ,.
 6���� ������� 6��� � ����'

�� ��	 ������� 
�
���

�� ���� d = nFL ��� ��������� ���������� ��� �� ����H�� �� ��

4 − F system

d = nFL
h = 2FL

Dlens = 3w0

√
1 + (αnd)

2

wa = 2FL
kw0

3:'7"5

���� ���H������� �� ������ � &%
 �/���� ����� ��� �������� ���6��� ��!��� ���
����� ����� �I��� 4FL �� ��� �/���� 6��� ������� �� �6� ������ �������� �/
���' 2��� ���� ��� ������ �� ��� ��������� ���/ ���������� ��� &%
 �/����'

� ��	 ������� 
�
���

�� wa/w0 = 1 ��� ������� ���� ��� ����� ������ �� ����� �������� �� zr* ���� ���
��������� ���������� ��� �� ����������

8 − F system

d = 2nFL
h = 4FL

Dlens = 3w0

√
1 + (αnd)

2

wa = w0

3:'7$5
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���� :'7&� ���������� �� ��� ����������� ��������� ∆xy �� ��� ����%6���� wa
���6��� ��� ��������� ������'

���� �/���� �������� �� ��������� ������ ��������� �/ �� ��� ��� �� ��� ����� �����
����� ������M ��� ��!��� ��� ����� ��� ������� �� � �������� 2nFL ���� ��� ������'
 �� ���� 6����� ���� ���� �� ��� �/���� �I�� ��� H��� ���� ��>�'
2��� ���� ��� ����� ������* ���� ���������� ��� 6������ �������� ��� �����������
�� ��� ���� ��>� �� ���� �� � &%
 �� ;%
 �/����'

?���� �
�� �� 
�4%���� �&� ��
����
� �����
���


��� ����� :'" 6� ������� ���� ��� ���������� ��� ∆xy ��� ∆ϕ ��� �����������/
1.1 µ� ��� 1.2◦'  � ��� �������� ����� ��� H��� ������������� �� "=# µ� ��� ���
����%H��� ��������� 6��� �/������/ ������ ���� ;×; H����* ��� ����� ����������
�� ��� ������ ����� �� �� ����� "×" ��2' �� 6� ����� ���� ��� H���� ��� ������
����� ��� �������� ��������/ N�� ��� ������ �� ��� H��� �<��* ���� 6� ��� �����/
���� ��� ��������� �� ���� ���6��� ��� ��������� ������ ∆φ = 1.2◦ �����������
�� � 6����%������ ��� �� &" µ�' �� �� ������ ���� ���� ��������� ��I�������
�� �����/ ��H���� �/ ��� �<������ ��������� ����������� ������I��' 1� ��� �����
����* ��� ������/ �� ��� ����������� �������� �� ��� H���� 3∆xy = 1.1 µ�5 �� ��
������� ������� ����� 6��� �� ��� ��������� ������ �� �� ������ ��� ��������
��� ���������� ��� ����� ��������� ��� ����� ����������/ �������� ��� ��������
�� ��� ���������' �� �� ��������� ����������� �� ����< ���� ��������� ���� �� � ����
����������� �����* ���� �� ���� ������� �����H���� ���� ���������'
(���<��� ��� ����������� ������������ ���������� ���6��� ��� ��������� ������
��I���� � ���� 6���� ���6��� ��� ������ 6���� �� ������ ���� ��� H��� ����' ����
��� �� �������� �/ �� ������� �/���� �� ��������� �����' 2�<� �� ���� ����<��
����������� ��������� ����������* ��� ������ ���� ������ ��� ��������� ����������/
�� ��� ��������� ��� ��� ����������/ ����6� ��������� �� ��� ��������� �� ��� H���'

�� � ����� ������� ∆xy* � ������������� 6���� ��>� ��� �� ���� ��� �I�����
3:'775' �� ��� ��������� ���� �� � &%
 ������� �/����* ��� �������� ���������� ���
� ����� �� ����%6����� wa ��� ����� �� H��� :'7&'  � wa = w0 ��� ��� ;%
 �/����*
���� ������� ��/�� ������ �� ��� ��� ��������� ��� ����������� ����������' )�����

"&$
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���� :'7=� &%
 �/���� ���������� �� ������� �� ��� ��I���� ����������� ���������
∆xy'

∆xy0.2dB Rµ�S wa Rµ�S FL Rµ�S d Rµ�S h Rµ�S Dlens Rµ�S
" 8'$ 8;'# 7=#'8 78:'# $"'#
& 7;': 78:'# $#7'8 $8"'7 =G'8

����� :'&� &%
 �/���� ���������� ��� �6� ����� �� ∆xy'

����/>��� ��� ������� ���� 6� 6��� H��� �������� ��� ����������/ �� � &%
 �/����'

�� ��	 
�
��� ��
���


��� �<�������� 3:'7"5 6� ��� ������

FL = kwaw0
2

d = nkwaw0
2

h = kwaw0

Dlens = 3w0

√
1 +
(
wa

w0

)2

3:'7&5

��� � ����� wa' ����� ������������� ��� �������� �� H��� :'7='

�� ��� �����6��� 6� 6��� ���� �� �6� ��������� ����� ��� ��� ����������� ����������
�� ���� ������H�� ��� ����/���� ∆xy K " ��� & µ�' )��� ��� �������� ���� �
��������� ��������� ����� �� ���6* ��������/ 6��� �������� �� ��� �������� 7'7 µ�
�� ���� �� ���� H���%��%H��� �������' ��� ���/ �����H�� &%
 ������� ���� �����
����� ∆xy ��� ����� �� ����� :'&'
�� ��������� � ��������� ����/��� �� ��� ��������� ������ ��� ��� �6� �/�����
����� �� ��� �����' 0����� �� �� ��������� ����������� ��� ��������� ������ ���
������� ���������/' 0����� �� �� ��� H���� ���� ������� ��� �<����� ����� �����
������ ��� �������/ �� ���� ����������/ ����� � �� ��� H��� ����� �� "=# µ�' ����
��>� �� � ������� �� ��� ������ ���� �������� ����� �� ��� 88 O ������������
��������� 3����� :'&5' 2��� ���� δ �� ��� �� �������� ���������� ������� �� ����������
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���� :'7:�  �������� ������ �� � ��������� ���� �� �� ����������� �����������'


���� :'7G� 0����� �� �� ����������� ������ �� ��� �����'

������ ���� �� ��� ��������� ����� 3����������� ����������5* 6���� ∆ �� ������� ��
��������� ����%��%���� ������������� 3��������� ����������5'

• ��������� ����������� ����������

�� � �/����� ��������� ����������� ������� � ������ ������ ��������� �� �����%
����� ��� �����6���� ���������� �/ �'�' � ������� ������I�' ���� ����� ����
����������� ������ �� ��� ������ ��� ������ ���� ��� ��������' ��������� �� �� ������%
���� �� �������� ������ �� �� ����������� ������ ���� ��� ������� �� ���� ���������
�����'  6���� ���� �������� ������ ���� ����� ����������� ��� ��� ���� ��� ����
���� 3���� �� �������� ��� ����* �'�' δxypart 1 = δxypart2 * ���'5' ��� �����������
���������� ���������� �� ��� ����/��� ��� �������� �� H��� :'7:'
��� ���������� ��� ��� ����������� ������ ��� ����� �� ����� :'= ��� H��� :'7G'
���/ ���� ���� ��������� ����  , �� 3���  ������< )5' ��� ���������� ���
����������� �C��� ��� ���� ��6���� ��� ����������� ��� ��������� �� ��� ���� H���%
��%H��� ������� ���� 6��� ��� ��������� �������� �� ����������� �����' ���� ��

�/1/' �� � 	�#�	����� ���
 ���� �� ��"��
� �8 ����
��� ����	��� @�
� "	�"������� ��� �� �
"	����� �8 G	���
� -���7 /	�2���7 B1/�
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��������� ������ �� ���� �����
∆xy0.2dB = 2 µ� ∆xy0.2dB = 4 µ�

���� ��������� #'" �) #'$ �) #'" �) #'$ �)
δd Rµ�S ±7G'= ±"7': −"7'7L+7='$ −"='&L+78'&
δFL Rµ�S −7&'&L+7G': −7:'7L+"='; −7#'8L+7&'; −7&'7L+7G';
δxy Rµ�S ±#': ±#'G ±#': ±#'G
δϕ R���S ±#'& ±#'= ±#'& ±#'=

����� :'=� 0��� ���������� ��� ����������� ������ �� ��� ��������� ������'


���� :'7;�  �������� ������ ���6��� �6� ����� �� � ���������'

� ������ �����I���� �� ��� ���� ���� ��� ������ �������� ��� 6�������� ������
���� ��� H��� �� ��� ����� �� ��� ������ H���'

��� ��� ������ �� ��� �����* �� ��� �� �������� ���� ��� �������� ��� �����������
�� ��� H���� 6��� ������� �� ��� ������ ��� ���/ �������� �� �� ��� ����� δxy ���
δϕ ����������'

• �����%��%����� ��������� 3���������5 ����������

����� :': ��� H��� :'78 ������>� ��� ���������� ��� ������������� ���6��� ���
��������� ������ �� ��H��� �� H��� :'7;'  � �<������* ��� ����������� ����������
����� ��� ���������� ����� �� " ��� & µ�' �� �� ��� ������������ ����� ����
6����* ��� �<��� �������� ���6��� ��� ��������� ������ ��� ������ ���� ���� ��%
������� ���� �� ��� ���� �� ���� H���%��%H��� �������' 2��� ���� ����� ����<��
���������� ���� ���� �������� �� ��� ����� �� � ���� ���������� ���� ��������� ��%
�6��� ��� �����'

� 1������ 
�
���


�� � ����� wa ����� �� ����� � ������ �� ������� ���� �� ��� ������ ����� ��� �<��������
��� wa �� 3:'775 ����6� �������� ������ � ���� ��� d �� FL ������ ��� �/����
���������� ��� ���/ ����������' 
���� :'7$ ���6� ���� ����� �� � ������ ����
��� FL ��� � ������������� wa/w0�

FLmin =
kw0wa

2
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∆xy0.2dB = 2 µ� ∆xy0.2dB = 4 µ�
���� ��������� #'" �) #'$�) #'" �) #'$ �)

∆h Rµ�S ±G8'& ±8G'; ±$#&'= ±$G='7
∆xy Rµ�S ±"'# ±"'= ±&'# ±&'8
∆ϕ R���S ±#': ±#'; ±#'$ ±#'&

����� :':� 0��� ���������� ��� ������������ ���6��� ��� ��������� ������'


���� :'78� 0����� �� �� �����%��%����� ��������� ������'

���� ���� �� ������� ��� d = nFL* 6���� �� ��� &%
 �/����' ��� ���� �����
��������� ���� ��� ������� ���� �� d 3��� ������� FL > FLmin5* � �������
wa/w0 ��� �� �������� 6��� � �������� h' �� ��/ ���� ��� ��I���� ����� ������*
6������ ��������* ���� ���������� ��� ���� �������� 6��� ��� �� ������ ���� �� ���
&%
 ����'

�
�
	�
� ��� &
�� �
��%�
����

�� ��� ������� ���������� ������ ����� ������� ��� ��������� ������ 6��� ����%
����� ��� ������� ������������ ����������' -�6����* ����� ����� ��� ���D����� ��
���/ ��������� ��� $%����������� ����� �� ��� �����������'  � ��� H��� ���� ��
�����������/%�/�������* ��� ����������� 6��� ���6 � ������� ���������' ��� �<���
�����%������� ��� �� ��������� �/ �����%�������� ��� 	������ ���� ������ ����
��� H��� ����� 6��� ��� ���� ����� �� ��� 6���� wa' �� φ(x, y) ������� ��� �����
������ �� ��� ���� �/ ��� ����* ���� ��� ����� ����� ��������� ������� ����
3H��� :'"#5

−nk(x
2 + y2)

2R1
− φ(x, y) =

k(x2 + y2)
2R2

6��� R1 ��� ��������� ������� ��� ��� ���� ������ ���� ��� H��� ��� R2 ���
������� ��� ��� ���� ����� �� ��� 6���� wa' φ(x, y) �� ��� ����� ��������������
�� �� ��� ����* ����� �/
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���� :'"#� ����� �������� ����������� �� ��� ���� ���������'

φ(x, y) = −k(n− 1)l(x, y)

��� ���� ���H�� l(x, y) ��� ��6 �� ��������� ��

l(x, y) =
x2 + y2

2(n− 1)

[
n

d(1 + (nkw
2
0

2d )2)
+

1
h
2 (1 + (kw

2
a

h )2)

]

6���� �� � �������� �� ��� ���� l(r) = cr2 6��� r =
√
x2 + y2 ��� c � ��������'

��� ����� �� ������� R �� ��� �����< �� ����� �/
(1+l′2(r))

√
1+l′2(r)

l”(r) ��� �I���

1/2c' ��� ������������� ����<��� ����� ������ �� R/(n− 1).
�� H��� :'"7 ��� ���� ����� ��� ��� ��������� �����<������� ��� ����� ��� ��� &%

�/���� 6��� wa = 9.3 µ�' 2��� ���� ��� �������� ���� �� ��� ���� ��� ���/ �
�������� �� Dlens = 32 µ� 3����� :'&5'

+���' ���� ����
��	
�� �
	� �����
�� ���	�%� ����	
��

�� ��� �����6��� 6� 6��� ������ ��6 ����������� ��� �� ���������� ���� ��� �������
��� ,. H���%��%H��� �������'  ������ ��� �<��������� ��� ������� �� ������
H����* ���/ ���� � ���/ ���� ���������� �� ��6 6��� ����������� ��� ��� �� ����<���
��������� ����������'

0����� ������� ��� &%
 ������� �� ��� H��� ���� ���� ���� ���������� ���� ���
�������� ������ ������I� ��������� �� ������� &' �� � ��<� ������� �<����������
����H������ �� ��� ���� ����������� �� ����� �� �������� ��� ������� �D�����/ ���
� ���%� �� �������� �� H��� :'"=� �6� 
4L�4 ����������>�� ,. H���� ��� ������
�� ����� �����<������� ��� ����� ��6���� ���� �����'  ���/��� ����� �� ��������
�� ���� H��� ����� 6��� � �� ������ �������� ��� ������ �� �������� �������� ���
��� ���������' 
�<��� ��� ����� ������������ �� ��� H��� ����� �� ����������� �/ ���
����� ����� �� ��� 
4L�4 ������' ���/��������� 3n = 1.54 �� λ = 1.55 µ�5 6��
������ �� ���� �������� ��� �� ��������� ���� 	��������6 ���' �� "=# µ� ���������'
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���� :'"7� 0��� �����%������� ��� ��� ��������� �����<������� ��� � &%
 �/����
6��� wa = 9.3 µ�* ������������� �� � ��������� ∆xy = 2 µ�' ��� ����� ��
������� �� ��� �����< �� := µ�'

d Rµ�S FL Rµ�S h Rµ�S wa Rµ�S Dlens 3Dmin5 Rµ�S
"$# 7&8'G "88'$ 7&'" G# 3&='&5

����� :'G� 0��� ���������� ��� H���%��%H��� ������� 6��� � &%
 ��������� �/����
�� � "=# µ� ����� ���/��������� ��������' ��� ����� �� ������� �� ��� �����<
�� ;7 µ�'

������ ���� ������ � ��������� ����� �� 7= µ� ��� � ����� ����� �� = µ�
3offset �� �I����� 3&'7=55 ��� ��� ����* ��� 6������ �������� ������� "$# µ�'
��� ����� ���� ���������� ��� ��6 �� ��������� ��� �<�������� 3:'7&5 ��� ���
����� �� ����� :'G' ��� �������� wa ����� ����� �� � ∆xy0.2dB = 3.1 µ�'

 ������� ���� �� &;# µ� �� � ���/����� H�� 3��������� =# µ�5 ��� ���� �����%
������� ��� ������ �� ���� �������' ��� ��%������ ���� ���� 6�� 8: µ� �� �
�������H������ �� =×' 4��������� �� �� ������ ������ 6�� ��������� ������
���� ������� ��>� ���� ������' ��� ������ ���� ����� ��� ��� �����<������� ���
����� �� H��� :'""' 1��/ 7$ ������� 6��� ������ �� ������ ��� H� 6��� � ���������
��� ��������� ���� ��� ������ ������ �� =8 ��'
��� ���� ��� ���� ���������� 6��� ���  �
 �<����� ����� ���� � ���� N���� ��
7;# �QL��2* ������������� �� �� ���� ���� �� 7#='& ��L����' 
�� ���� ������
��� .� ������ �� H<�� �� � ������ ������ ��� N�6 �������' )/ ������� ����� ����
� ��� ����� ����� ���� ��� H���* ��������� �� ��� H��� ���� 6��� ��� �<����� ����
�� �������� �/ ���� ��� ��0 3V������ ��� 0���W5 ������ �� ��� 6����������'
 � � �����* ��� ��������� �� ���������� ����� ����� ��� H��� ����'  ���� ������
��������* ��� ���� ������� �� ������� ��� ��������� ��� ������ �/ �������� ��� ����
7= µ� ������ 37&" �����5'

����6��� ���� ��������* ������� ,. H���� ���� ���� �I����� 6��� �����������'

���� :'"$ ���6� �� �<�����'
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���� :'""� ,��� �����%������� �� ��� ��������� ���� ����� ��� ��� ��������� H�'


���� :'"$� .�������� �I����� ,. H���'
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���� :'"&�  ���������� ��� ������� �� ��� ������� ���� 3&= µ� ��������5 �� ���
���� ��� ��C����� ����� �� ��� ������� ��/�� ��������� 3�5' .������ ��� H��� �� �
,. H��� 6��� ��� 6����� � ��������� 3�5'

+���( ���� #����������

��� ����� ������� ������ ���� ���� �������� �� ����� ��C����� 6�/�� ������%
���� �� ��� 6�������� �����������* ��� H��� ����������� ��� H���%��%H��� �������
�D�����/'

�
�&$E�&���� �����"�������� ��
%������

��������� ����������� ���� ���� ������� �� ��� ������� ���� �� ��� ��������� ����
��������� 88 O �� ��� H��� ���� 3�������� K &= µ�5' �� ��������� ��� ��N���� ��
��� ��������� ������� ����� ������ ��������* ����� ����������� ���� ���� ��������
��� ��C����� ����������� �� ��� ������� ��/��' ��� ������ ��� �������� �� H���
:'"&�� � ������� ��/�� �� 7= µ� 3�� ��I���� ��� ��� ���� 6��� FL = 150 µ�5 �����
� ,����� (���� �� #'8:* ������������� �� #'#$&λ ��� 6�������� ����������' ��� ����
��� �� ���������� ��C�������%������� �� ���� ��� .��A���� ��� (�/����� ���������'
2��� ���� ����� ����������� ��� ��������� �� λ = 633 �� ������� �� 7'== µ�'

)
� ,��� ��
%������

�� H��� :'"&� ��� ��� H��� ���� � H��� 6��� � ��������� �� ��� �� �������� ��
��� ���� �� � ���� H��� 6����� ����' ��� ��� ����� 37L�25 �� ������ ���� 7#'= ��
&'= �������' ������* ��� ������ ���� 6���� ���� �� ������� ������ ��� ���� �����
���� �� � ��6�� ����������' ��� ������� ����� ����������� �� � ���� 6���� ��
7$ µ�* ���/ ����� �� ��� ������ ���� �� 7& µ�'

-�%����� �	��������

�6� ������ H���� ��� ������ �� ���<����/ �� �������� �� H��� :'"= ��� �������
�� � �������� �� ���� $## µ�' ��� ������������ ������ ��� ������� ��� ��� ������

"=7
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���� :'"=� 
����%��%H��� ������� 6��� � &%
 ��������� �/����'

�� *
*�� �
�� � 4� !��!���� �*� �
��∗ � 4� �*� ���������
� �5�

7'788 #'&=8 8#'#
7'7=G #'&7G 8#';
7'=&# #';## ;$'"
7'$;$ #':&$ ;:'"

�5��+±+5�'' +5�6+±+5�'' 6'5(±�5�
∗������ ���� ������ � ���� ��� ��������� ��������� K #'7G �)
��� � 
������ ��N������ ���� �� #'" �) ��� ����'

����� :';� 4������ ������ ��� ��� ���%� �� H��� :'"= ��� ��� ��������� ������ ���
��� &%
 ���� ������� �/����'

�/���� ���������� �� �6� ���������� 6��� ��� ������������ ����%�I����� ����%�����
���������������' ���� �<�������� ��� ���� �������� ��� � ������ �� H���� ���� ����
���� �I����� 6��� �����������' ��� ������ ��� ����� �� ����� :';' ��� �������
������ �� �� ��� &%
 ���� �/���� ��� ��������� �/ �<������ 
������ ��N�������
���� ��� ���� ������ ��� ��� ������ ��������� �/ ���� H��� ����������'
��� ������� ������� �D�����/ �� ;; O ��C��� ���� ��� ��<��� ���� �� 7## O*
�� ��� ����� �� ���������� � ��������� �����' �� �� �� �� �<������ ���� � ������
����������� ������/ 6��� �������� ��� ������� �D�����/ �����H�����/� �� ��
������������� ���6��� ��� H��� ���� ��� ��� ���������* ��� ���� �� ��� �<�� ����
�� ��� ���� ����� �� ������ ����I� ��� 6������ ��� �������'
��� ����������/ �� ��� ������� �D�����/ �� ����������� ������������� �� ����� ��
H��� :'":' 
��� ��� ����� ∆xy0.2dB ��� �� ��������� �� $'$ µ�* �������������
������ 6��� 6��� ��� �<������ ��������� �� $'7 µ�'

+���+ )����%�
���

�� ���� ������� ��� ������� �� ���������%�I����� "� ���������� ��� ������ ����
H���� �� ���������' ���� ��������� ��� ����������/ ������ ���� ����<�� �����������
��������� ���������� �������� �� �� �������/ ���� H��� �����%��%����� �/��' 
��
� ������� ������ ���������* ��� ���� ��������������� ��� ��������� ���������� ����
���� ���������'
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���� :'":� .������ ������� �D�����/ �� ������� �� ��� ����������� ��������%
���� ���6��� ��� H����' 
�� ����������* ��� ��������� ������ ��� ���� H���%��%
H��� ������� ��� �����'

,������� ������ �������� ��� ���� ������� �� ��������� ��� ������� ���� ����� �� �
���/��� ��/�� �� ��� �� � H��� �����' ���� ���� �� ������� �� � �4 �������� ����
���� � 
4L�4 ���������' 	���� � �������� ��������� �� "=# µ�* � �����������
������������ ��������� �� $'7 µ� ��� �� �������� 6��� � &%
 ���� �/����' ���
������ ����� ����6� ���/ �������� 6��� � �� ������ ��� ��� ������ ���� ���
���/��� ������ �� ������������ ���� ��� H��� �<��'  ������ ����������� �� ���
���� ����� ��� H��� ���� �� �������� �/ ������� ����� ���� � ��� ����� ����� ����
��� H��� ��� ������>����� �� ��� H��� ����'
��� ������ ���� ���� �������� �� ������� 6�/�� ���������� ����������� ���������
���� ��� ������ ����� � ,����� (���� �� #'8: ��� ��� ���� ���� ��>� ��� ���� �������
���� ��� H��� �����������' �6� ������ H���� ���� ���� ������� ��� �������
�<��������� ���6�� ���� ��� ������� ������� �D�����/ �� ��� &%
 ��������� �/����
��� �� ��������� �� ;; O'  ������ ���� ���� ����� ��C��� �����H�����/ ���� �
��<��� �D�����/ �� 7## O* �� �� �� �� �<������ ���� � ������ ����������� �� ���
���� ����� ��� H��� 6��� ������ ������� ��� �������'

"=$





#������� # $
����
���� ��
��� �����
� ����	�
� &'(')

��� H��� �� ��� T%@ ����� �� ��� 	������ ���� �������� ���� ��� ���� ���� ��
H��� :'8 ��� �� ������� ���� 3:'$5�

ψ(x, y,∆z) = Ae
−
[

x2

w2
x(∆z)

+ y2

w2
y(∆z)

+j
nk0
2

(
x2

Rx(∆z)+
y2

Ry(∆z)

)
+jφ(∆z)

]
3:'7=5

����� ��� ���� ���H�� �� �������� ����� (x0, y0) = (0, 0)'
A, φ* wx* wy* Rx ��� Ry ��� ����� �/

A =
√

2
πwxwy

φ(∆z) = 1
2atan

(
2∆z

nk0w2
ox

)
+ 1

2atan
(

2∆z
nk0w2

oy

)
+ nk0(∆z)

wi(∆z) = w0,i

√
1 +
(

2∆z
nk0w2

0.i

)2

Ri(∆z) = ∆z
(

1 +
(
nk0w

2
o,i

∆z

)2
)

�� ��6 �������� ��� 	������ H��� ���� ���H�� �� ��� ���� �����* �<������� ��
��� ���� ���������� �/����' ��� 	������ H��� �� ��� H��� ��� �� 6������ ���

ψfiber(r, r0) =
1
w0

√
2
π
e
− |r−r0|2

w2
0 e−jnfk·r 3:'7:5

6���� r �� ��� ���������� �� � ����� �� ��� H���* r0 ��� H��� ������ �� ��� �����
���������� r ��� ������������ �� ��� H��� �<��* nf ��� �C������ ����< ��� k ���
����������� ������ �� ��� H��� ���� 3�������� ����� ��� H��� �<��5'
k · r �� ��� ����� ���� ��� �� �<������� �� 3X ′Y ′Z ′ ���������� �/����5�

k · r = k(cos(∆ϕy)sin(∆ϕx), sin(∆ϕy), cos(∆ϕx)cos(∆ϕy)) · (x′, y′, z′)
= −k(cos(∆ϕy)sin(∆ϕx)x′ + sin(∆ϕy)y′ + cos(∆ϕx)cos(∆ϕy)z′)

3:'7G5

��� ��� H��� �� ��� �� ���� ����

"==



4������ :' .�������� ������ ��� ����������� ��� ������%���� H��� �������

x′ = x+ ∆x
y′ = y + ∆y
z′ = z + ∆z

3:'7;5

,� 3:'7G5 �������

k · r = k(cos(∆ϕy)sin(∆ϕx)(x+ ∆x) + sin(∆ϕy)(y + ∆y) + cos(∆ϕx)cos(∆ϕy)z)

(���� ������ ��� H��� �����* ��� �������� ����� ���� ��� �� 6������ ���

−jnk(cos(∆ϕy)sin(∆ϕx)(x + ∆x) + sin(∆ϕy)(y + ∆y) + cos(∆ϕx)cos(∆ϕy)z)
3:'785

2��� ���� n �� ��� ���������� ����< �� ��� ����� ���
��� ��� H��� ��� ����� ���
�� ������� 6��� ��� ���������� ����< �� ��� H���'
��� �<��������� �� 3:'7:5 ��� �� ��������� ���� ��� �����6��� �<�������� ���
|r− r0| �� ��� ����� �� ��� H��� ������

|r − r0|2 = (x′ + y′ + z′)2

= cos2(∆ϕy)x′2+(1−cos2(∆ϕy)sin2(∆ϕx))y′2+sin(∆ϕx)sin(2∆ϕy)x′y′

cos2(∆ϕx)cos2(∆ϕy)

3:'"#5

6���� 6� ���

z′ =
cos(∆ϕy)sin(∆ϕx)x′ + sin(∆ϕy)y′

cos(∆ϕx)cos(∆ϕy)

6���� �<������� ���� r ���� 6����� ��� ����� �� ��� H��� �����' ����� 3:'7;5 6�
������ �� �<�������� ��� |r − r0|2 �� ��� T@B ���������� �/����'
�� ������� ��� ������������� ��� I��� �����* ��������� 6� 6��� �������/ 3:'785 ���
3:'"#5�

e
− |r−r0|2

w2
0 ≈ e

− (x+∆x)2+(y+∆y)2

w2
0

e−jnk·r ≈ e−jnk(∆ϕx(x+∆x)+∆ϕy(y+∆y)+z)
3:'"75


�� ��� ���������� �� ��� ������� �������� 3:'75* ����� ������H�� �<��������� ����6
� �������� ����������� ��� x ��� y�

η = 2
πwxw0

∣∣∣∣∣∫ +∞
−∞ e

−
[
x2( 1

w2
x

+ 1
w2

0
+ jnk

2Rx
)+x( 2∆x

w2
0

+jnk∆ϕx)+∆x2

w2
0

]
dx

∣∣∣∣∣
2

·

2
πwyw0

∣∣∣∣∣∫ +∞
−∞ e

−
[
y2( 1

w2
y

+ 1
w2

0
+ jnk

2Ry
)+y( 2∆y

w2
0

+jnk∆ϕy)+∆y2

w2
0

]
dy

∣∣∣∣∣
2 3:'""5
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6���� 6� ������� ����� ����� ���� ��� ����������� �� x ���L�� y ����� ���/ ��
��� ��������� �� η'
)����� ���������� ��� �����������* 6� ���� ����

e−(ax2+2bx+c)dx =
∫
e−a((x+

b
a )2+ c

a−( b
a )2)

=
√

π
a e

−(c− b2
a )

3:'"$5

6���� 6� ��� ��� �������/ erf(∞) = 1 �� 6���� erf(x) �� ��� ����� ������� �����
�/

erf(x) =
2√
π

∫ x

0

e−ξ
2
dξ

)/ ���� 3:'"$5* 6� H�� �� �<�������� ��� η R:S�

η = η0ηxηy 3:'"&5

6���

η0 = 4√
( wx

w0
+

w0
wx

)2+
(

nkwxw0
2Rx

)2√
(

wy
w0

+
w0
wy

)2+
(

nkwyw0
2Ry

)2

ηx = e

−


 2∆x2

w2
0

−
2

(
∆x2

w4
0

−( k∆ϕx
2 )2

)(
1

w2
x

+ 1
w2

0

)
+ n2k2∆x∆ϕx

Rxw2
0

( 1
w0

+ 1
wx

)2+( nk
2Rx

)2




ηy = e

−


 2∆y2

w2
0

−
2

(
∆y2

w4
0

−(
k∆ϕy

2 )2

)(
1

w2
y

+ 1
w2

0

)
+

n2k2∆y∆ϕy

Ryw2
0

( 1
w0

+ 1
wy

)2+
(

nk
2Ry

)2



η0 �� ��� ������� �D�����/ 6��� ������� ����������� ��� ������ �������������
��� �������' ηx ��� ηy ��� �� ����������� �� ���������� ������� ��� ��� �������
�D�����/ 6��� ��� ������������� �� �����������/ ��� T%B ��� @%B ����� ��� ���%
>���'

"=G





#������� " #��
����
*������ #�
����� +��	�
�
&#*#+)

,��� �� ��� ��������� ���������� ���� ���� ��������� ���� � ��/ ������ ������ ����
��� �� ����/��� ��������' �� ��� ������ ���� � "×"  )4�%�����< 6�� ������H��
6��� ���� ������� ������� �� ��� ���� ����' )/ �����< ������������� �� 6��
�������� �� �������� ��� ����������� �� � 	������ ���� �������� ����� ���
������� �<�� �������� ��� ������� �/����' �� ���� �����* �C���� ��� ������
������������� �� ��� ���� 6��� ������� �� ��� ������� �<�� �� ��� ������ ������
�� �� ������������' ����� ����������� ���� ���� ��������� �/ � ���������� ��/
����� ����6��� �������'

 , � �� � ���%��I������ ��/ ������� 4 � ���� ��������� �/ )����� (�������
1�����>�����* �����*  ��>���' �� �� ������� �� ���������� ��� ����������� �� ����%
������ ��� �������� H���� ������ � ������� �� ������* �������� ��� �����������
��������' �� ��� ���������� ����*  , � �����/ ������ ��/� ������ ��� �/����
�/ ������ ��� ��6� �� ���������� ��� ��N������ ���� ������'  N< �� ��������� ��
���� ��/ ��� ������� ����/��� �� ��� �/���� ��� ��� ��������� ��/ ����������� ��
���%��H��� ������'
4������/ �� ���� ����� ��/ ������� �����*  , � ��� ���� ������ �������� H���� ���
�� ��� ���� �� ������� ��������� �� ��C������� ��� ������������' ���� ��������
H��� �������� �� ����� �� 	������ )��� ������������� 3	)�5' Q�� ���� �����
�������� �������� ������I�� 3�'�' ��� ������ ������� ������5* 	)� �� �����
�� ������ ��C������� �����/' ��� ����� ���� �� �� ��������� � H��� �����������
�� �� ������� ���� � ��� �� ��������/ ���H��� V���������� �����W �� �������� ��
H��� :'"G' ����� ����� ��� ������ −�������� ����%��C������� �C����− ��6����
��� ������ ������ 6���� ���/ ��� ���������'  ������� ���������� ���� �/��
�� �� ���������� 	������ ��.00 ���� 6���� �� � ������� ��

∂2

∂x2
E +

∂2

∂y2
E − 2jk

∂

∂z
E = 0

���6� �� ��� ����<��� -�������> �I�����	' E �� ��� H��� �������� 6��� � ���6
>%���������� �������� �� ��� ���������� ����������' ��� ����/ �� 	)� ���� ��

	< �� ��� ���	������ �
��� ��� "	�"������� �6���

"=8



4������ :' .�������� ������ ��� ����������� ��� ������%���� H��� �������

��� ���� ���� ����������� �� � ������ 	������ ���� ��� �� ������� �/ �������/
��/ ������� RGS �� = ��/� 3H��� :'";5' ���� ������ ��� ������� �� � ���%��������
��������' 1�� ��/ �� ��� ���� ��/ ��� ����� ��� �������� ��� ��������� �� ���
	������ ����' ���� ���� ��/ �� ����������� �/ " ���������� ��/� ���6� �� ���
����������� ��/�' ���/ ��H�� ��� 6���� ��� ���������� �� ��� 	������ ���� ���
��� ������ !�� ���� ��� ���� ��/'  � ����� ��>� ��� ����������� ������* �� ���� ���
��>� ��� ���������� �� ��� ����' �� ��� ����� ���������� �� ��� ����� ���������
��/�* �6� ���������� ��������� ��/� ��� ������ �� ����6 ���������� 	������ �����'
 � ���6� ����6* ��� ������������ ������������� ���� �<��� ���6��� ��� ���������
��� ���������� �� ��� ���� ��� ��������� ��/� ��� �D����� �� ���������� ��� ����
�� ��/ �����' ���� �� ����� ��/� ��� ���������/ ������6����'
1��� ��� ��� 	������ ����� ���� ���� ������ ������ ��� �/����* ���/ ��� �����
��������� �� ��� ������� ����� �� �������� ��� ��� H���' ��������� �� ���
��������� �� ��� ����� H���* ���� ������������ ������ ����������� �� ������ ���
��������� �� ��� ����������� �� ��� ��������� 	������ �����'

�� R;S 	������ ���� ����������� ������ �� ������������ ������� ������� ��
����/>��' �� �� ���6� ���� ������� � ���� �� ��/� �� �6� ���������� ������ ����������
��� ����������� �<�� �� �D����� �� ��������� ��� ���� �����������' ����� �6�
��/� ��� ����������>�� �/ & ���������� 3" ���������� ��� " ���������5 �� ���� ���
�������� ��� �<�� ����� �� ��� �������' 0�� � ����� ���� ����� ��/� ����
���� ������ ���������/ ��� ���� ��� ������� ��� �� ��������� �/ � "×"  )4�%
�����< 3H��� ����� �����/5' ���� 6� ���� & �I������ ���� ������ ��� ��/� �� ���
�<�� ����� 6��� ����� �� ��� �������� �����* �D����� �� �������� ��� &  )4�
�����< ��������' ��� �������� ����� ���� ��� 	������ ���� �� ��� �<�� �����
���

qout =
Aqin +B

Cqin +D
3:'"=5

 ���/��� �<��������� ��� ��� ���� ���������� ��� �����������/ ������ �� ������<%
��/ �� ��� �������� ����� �� ������ �� ��� �������� ���� 6���� ��� �� ��� 6���� ��/ ���
���������� ��/ ��� ������ �� �������� ��/�' �� ������ ��� �������� �������� ����%
������ �/ x ��� ��� ��������� ������� �/ α'  � ��� �<�� ����� ����� ��� �����������/
x′ ��� α′' ��� 6���� ��� ���������� ��/ ��� ����������>�� �/ (xw = w0, αw = 0)
��� (xd = 0, αd = λ/πw0). �� ���� ���� ��� �<�� ���� ���������� ��� R;S

w′ =
√
x′2w + x′2d

z′0 = (x′dα
′
d + x′wα′

w)/(α′2
w + α′2

d )
w′

0 = (x′wα
′
d − x′dα

′
w)/
√
α′2
w + α′2

d

3:'":5

w′ �� ��� ���� ����%6���� �� ��� �<�� �����* w0 ��� ����%6���� �� ��� 6���� �����
��� z′0 ��� �������� �� ���� ����� 6��� ������� �� ��� �<�� �����'
��� �����/ �� R;S ��� ��6 �� �<������ �� ������� ���������� �������� ��� 6����
� ������  )4�%�����< �� ��� �D����� �� �������� ��� ������� ��������' �����

�
'�	�����
 ����� ���� ��� 	�# �� "�	�6��
 �� ��� ���� 	�#�
��/ �� �	�������
 �"����
 �#���� 8����	�� �� �	���0��	�� �� ��� ����	�
�2�� /G(� ���	�6

����������� �+ �
�������� ,��� ����� ���� ��� �#���� �� �=���
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���� :'"G� ��������� �� 	������ )��� �������������'


���� :'";� ��H������ �� ��� ���� ��� ��������� ��/�'

	������ )��� ������������� ��� H��� ��� �� ���������� �� �������* �������
����� ������ �������� ��� �������' 
�� ���� ���� ��/ �� �� ������ ���� H���%
����� �����/ ��� �� �����/��' ���� ����� ���� ��� ���� ���� ��/ � �����  )4�
�����< ��� �� ������� ���� ��������� ��/%�������' ��� �<�� ����� ��� ���������
�/ 3:'":5'  , � ������ ��� �������/ �� ��� ����<��� ��������� ����� ��/%�������'
�� �� ������� ��������* ��� ��� ��� ��������� �/ ���������� ��� ����� �� �����
���� ��� ��� ��� �������������'
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R7S -' F�������* V4������ ��� ���������� ���D������ ��� ������� ����� �� I���%
������W* .����6��� (������� �������� ,/������ ,����� � * ���/������� �����*
2�6 @���* $$$ 378:&5'

R"S �' .�����* V0��� ����/��� �� ������%���� H��� �������W* )��� ,/��' ����' Q'
�(* G#$ 378GG5'

R$S -' F�������* V1� ��� ����������� �� 	������ ����� �� ����� ������ ����%
���� ����� �������� ����� 6��� � ���� �� ���� ���������W*  ���' 1��'  * 7=:"
378:=5'

R&S �' )������ ��� Q'�' 4����* V4������ �� ��� ��������������� �� � 	������
���� 6����/ ��C������ �/ � ������� �������W*  ���' 1��' ��* ="" 378;"5'

R=S F' 0��* V
������ ��������������� �� � �������� ��� ��������� 	������ ����
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��� ������� 6��� ��� ����� ���� ��!�������� 6��� �� �<����� ����� �������� ����*
��6 ��� �� �� ��� ��� �������������� ������� ��� 6���� ������� ������������
����H� ���� ����� ������� ����������'

�� �<��������/ �������� ��� ��/����� ��������� �������� �� �<����� ����� ��������
�� ���/���� ��� ��������� ��6 ������� ����� ����� ��� ������/ ������ ������ ����%
����' �� ��������� 6� �<������� ��� �������� �� ������� ��� ���%������� �������
��������� ��� ���6�� ��6 ���/ ��� ���� �� 6���%��H��� ����� ������� �������� ��
���/��� ���������' )���� �� ���� ���6�����* �<����� ����� �������� ���������/ ���
���� �����6�� ��� ��� �������������� I������� �� ����� �������� ���� ���� �<��%
���� �� ������' ��� ���� ��������� ����������� �� ���� ���� �� �6�����' 
�����/* 6�
���� �/�����������/ ������������ ��� �������� ���������� �� ��� ���������� ���/����
�4* ���* ��* �.. ��� �, �� ���� 78$ ��� "&; �� ���� � ����� N���� �����'
 �� ������ ���� ���� �������� 6��� �<������� �<���������� ����' ,������/* ���
���������� �������� �� �������������� ��� �<������ ������ ���� ��� ������%����
�������� �������� 6���� ��� �� ���� �� ���/ �������� �������� ������ ��� 6����
�� �� ������ ���������� �� �/����� ����� ��������� ����������'
 ������ ���� �� ���� ������ ����� 6��� ���� ��������� ������������� ��� 3��5%
������ ������/ �� ����� �������� ��� ���� ������� �� ��������� ��������������
��� ������������ ����������' �� ��������� ��� ������ �����������* ��������� ���%
��������* ��� ���� I��� � ��������� �� ��� H��� ������ �������� ����� �� ��
�����H�����/ ��6�� ���� ��� 6��������� �� 6���� ��� ��������� 6��� �� ���' ��
��� �����6��� �� ���� �������� �������� 6���* � ����� ������I� ������ ��������
������ �������� ��� ���� ���������' 4������/ �� ��������� ���� ����������� ����%
��I��* �� �� ������� �� ����������� ���������� ������ 6��� �� ��������/ �����%�������
�� ���/��� ��������� �� �� ���������� �����' �� �� ��� ����������� ��� ������%
6���� ����� �� ��� �������* �<����� ����� �������� ��� �� ��� �� ��/ ����� �� �
������������ ����%���������� �������/'
 �� ����� ���������� ���� �� ��������� ����������� ������I� �<������/ ����������
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4������ G' 4��������� ��� ������������

�� � ������/���� �����' ,����* ��� ����� ���� ���� ��� ����������� ���� ������� �<����
��� ���6 ������* �� ��� ��� ���� �������� �� ������ ��C������� ������� �����������'
�� �� �� ������ ���� ��� ������� ������/ �� ��� ����������� ����� ��� ����%��%����
���� N���� ���������� ���� ���������� �����H�����/ �� ���� �����������'
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��� �<���������� 6��� �� ����������� �� ���� ������ ��� ���� ������� �� ������ 6���
� ������� ���������' ,����* �� ������� & �� ��� ���� ����N/ �������� ���� ����������
���������� −���� �� ��������� ���������� �/���− ��� ���� �� �������� 6��� ��������
�<����� ����� ��������'  ������� �<������� �� ��� ������� 6��� 6��� ��� �������
��� ������������� �� ����� ������ 6���� ���� I��� ���� ��������� �� �'�' �������
������� ���� �� ����%�������� ����� ����� �� ,. H���'  ������ ���� �/�� ����
��� ��� �� ���������� �� ���� 6��� ��� ��C������� ������' ��� ������%������� ������
�� �<����� ����� �������� �� �<������/ ���� 6��� �����/ �� ����%����� ��C�������
������ ��� ���������� 6��� ���� ���!������ ��� ��� ������/ ���6� ��� ��������� ��
����� �������� ����� R7S'

�� � ���� ������� �����<� �� �� ���� �� ��/ ���� �<����� ������ �<�������� � ���6%
��� ����������� ���� �������� ������ ��� �������������� �������' ����� ������
���� ����� �� ����� �� � ��6 ���� �� ������������' ����� ���� ������ �� �����
�� ������� ��������� 6��� ���������� �<����� ������ ��� �������� ��� ���/���
���������* �������� ������ ��� ����� ��/ �������� 6��� �������� ������/ �� ��
��� ���� �� ������� ��������� ����� �������� �������' �� ��� ���� ���6� ���� ���
�<����� N����� �������� �� ��� ����� ���� ���� ��� ������� ��� ������/ ��������
��� ���������� ���������� �� ������� ������� �� � ��������� 6�/ R"S' �� ��������* ���
���������/ ��� ���� ���� ��� ���������/ ��� ��� $� ���������������� ��� ���%
�����/����>����� R$S 6��� ������ ��>�� ����6 7"# ��' �� �����/* ����� ������ �C��
I��� ���� ������������ ��� ������������� ��� ����������� �� ���������' ���/
6��� �����/ ���� ��������� �� ����������� �������������� ���������/ ������* �
������� 6���� 6��� ��I��� � ��� �� �������� �C���� �� ��� ������ /����' ���������/
�� ��� ����������� H��� �� ����������� ��� ����������'''
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